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Funções Hiperbólicas, Funções Hiperbólicas Inversas e Aplicações 
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Resumo: O objetivo desta pesquisa é aplicações de funções hiperbólicas. Para isso, os métodos 
utilizados nesse trabalho foram a utilização de software gráfico para estudo das funções 
mencionadas acima aliada aos conceitos teóricos matemáticos de funções, cálculo e equações 
diferenciais ordinárias. Umas das principais conclusões deste trabalho foram como essas funções 
podem ser aplicadas em situações reais os quais destacamos a equação da tractriz e a catenária. 
 
Palavras-chave: Aplicações. Função Hiperbólica. Função Hiperbólica Inversa. 
 
Introdução 

 
Neste trabalho, será desenvolvido alguns resultados que envolvem funções hiperbólicas 

e funções hiperbólicas inversas para resolver integrais, cujo integrando possui expressões do tipo 
√"# − %#, √"# + %# e √%# − "# em que " > 0 e uma aplicação. Outra aplicação importante das 
funções hiperbólicas é a catenária que consiste em uma curva descrita pelo cosseno hiperbólico. 
Portanto, essas funções aumentaram o interesse da sociedade em construir e aprimorar 
construções e desenvolver telégrafos, ponte entre outros. 
 
Aplicações: Equação da Tractriz e Catenária 

 
Dentre os diversos tipos de métodos de integração, o que merece mais atenção nesse 

trabalho é a integração por substituição trigonométrica. Ela consiste em substituir o integrando de 
uma função algébrica por uma função trigonométrica que pode facilitar as contas. Desta forma, o 
resultado dessa integral envolve essas funções trigonométricas e com as devidas substituições 
adequadas % = "*+,(.), % = "0",(.) e % = "*12(.), respectivamente. Porém, apenas por 
diferenciação da função 3 = *+,ℎ56 7

8

9
: e integrando o resultado obtemos ∫ 6

√8<=9<
	?@. Uma 

aplicação interessante desse tema é a solução da equação da tractriz, cuja curva é definida de um 
objeto arrastado ao longo de um plano horizontal por um fio de comprimento constante quando a 
outra extremidade do fio se move ao longo de uma reta no plano. Na figura 1, pode-se observar 
essa curva. 

 
Figura 1: Equação da tractriz 

 
Consideramos o seguinte problema: 

• Em todo ponto P da tractriz, a reta AB é tangente em P 
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• Distância de A = (@9, 0) até P = (@, 3) é constante igual a " 

• A cúspide PF = (0, ") está na tractriz 
 

Seja G a função tractriz e 3 = G(@), ∀@ ∈ ℝ e a reta que passa pelo os pontos A = (@9, 0) 
até P = (@, 3) é dada por GK(@)(@ − @F). Assim, pelo Teorema de Pitágoras, podemos mostrar 
que a função G será solução do problema do valor inicial: 
 

3K = ±
3

M"# − 3#
 

3(0) = "  
 

Cuja solução @ ± "[O − 0",ℎ	(O) e 3 = "*12ℎ	(O). Além disso, outra aplicação 
importante das funções hiperbólicas é a catenária. Ela consiste em uma família de curvas planas 
semelhante às que seriam geradas por uma corda suspensa pela as suas extremidades e sujeitas à 
ação da gravidade. A curva procurada da catenária será obtida pela solução de uma equação 
diferencial ordinária de segunda ordem não linear dada por: 

 
GKK = "M1 + (GK(@))# 

 
Com condições inicias G(0) = " e GK(0) = 0, pois o elo suspenso foi posicionado na 

origem. Portanto, a equação da forma da catenária é dada pela função hiperbólica e a sua 
equivalente exponencial: 
 

3 =
1Q8 + 15Q8

2
=
1

"
(2S*ℎ("@) − 1) 

 
Além disso, uma força aplicada em um ponto qualquer da curva a divide igualmente por 

todo material. Por isso é usada para a fabricação de materiais como o fundo das latas de 
refrigerante, iglus e túneis. Outro aspecto importante que costuma causar confusão é a de que a 
catenária é uma parábola. De fato, ela não é, pois, a parábola é definida por uma função algébrica, 
enquanto que a catenária é transcendente, sua equação é obtida a partir da função cosseno 
hiperbólico. E também, a catenária é bem comum do ponto de vista da natureza, visto que pode 
ser encontrada nas extremidade do ovo, na rede elétrica de uma via férrea, nos fios de alta tensão, 
nas cordas suspensas de um anúncio de um supermercado, nos separadores de filas de bancos, nas 
barracas de camping e em pontes, neste caso, a catenária invertida estabelece equilíbrio e 
modernidade do ponto de vista arquitetônico (VASCONCELOS, 2013). 

 
Conclusão 

 
• A função cosseno hiperbólico é conhecida pela aplicação da catenária onde é muito 

observada em pontes, linhas de transmissão, e também, no formato de ovos; 
• Observamos na aplicação da equação da tractriz e da catenária a importância como 

solução das funções hiperbólicas 
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RESUMO

28 de abril de 2019

O objetivo deste trabalho é apresentar uma demonstração da desigualdade isoperimétrica no
plano usando a teoria das séries de Fourier, também conhecida como análise harmônica clássica.
Essa teoria tem suas origens no trabalho Theórie mathématique de la chaleur desenvolvida pelo
matemático e f́ısico francês Jean-Baptiste Joseph Fourier em 1811 e sua aplicação ao problema
isoperimétrico segue o trabalho de Hurwitz como proposto em [1].

Seja � : [a, b] ! R2 uma curva fechada e simples. Dizemos que a curva C = {�(t) : t 2 [a, b]}
é retificável quando existe uma constante K > 0 tal que

Pn
i=1 |�(ti) � �(ti�1)|  K para toda

partição a = t0 < t1 < ... < tn = b do intervalo [a, b]. Para curvas retificáveis, vale a chamada
desigualdade isoperimétrica:

A 
L2

4⇡
, (1)

onde A é a área delimitada pela curva C e L seu peŕımetro. O problema isoperimétrico, ou
problema de Dido, consiste em encontrar a curva fechada, simples e retificável que delimita a
maior área posśıvel com comprimento fixo. Em tal curva, no caso o ćırculo em R2, temos a
igualdade em (1).

Para abordar o problema isoperimétrico usando as séries de Fourier iremos admitir algumas
hipóteses sobre uma parametrização da curva C, as quais garantem a aplicabilidade da teoria
de Fourier nesta demonstração. Neste caso, usando a identidade de Perseval, podemos concluir
que

L2
� 4⇡A = 2⇡2

1X

n=1

[(nan � �n)2 + (nbn � ↵n)2 + (n2
� 1)(↵2

n + �2
n)], (2)

em que os coeficientes an, bn, ↵n e �n decorrem do Teorema de Fourier aplicado às funções x e y
tais que �(t) = (x(t), y(t)). A partir disso, basta notar que o termo do lado direito da igualdade
(2) é não-negativo, o que demonstra a desigualdade isoperimétrica. Ainda, supondo a igualdade
em (1), podemos obter informações sobre os coeficientes de Fourier an, bn, ↵n e �n e concluir
que � é a parametrização de um ćırculo com raio r =

p
A/⇡.

Palavras-chave: Problema Isoperimétrico, Séries de Fourier, Identidade de Perseval.
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[2] R. Iório Jr, V. de M. Iório, ”Equações Diferenciais Parciais: uma Introdução”, 3 ed. Projeto
Euclides, IMPA, Rio de Janeiro, 2013.

Anais do I Encontro Regional de Matemática Aplicada e Computacional do Vale do Itajaí(ERMAC-2019), Blumenau-SC

Página 3
ISBN: 978-65-80460-31-1





Geração de Malha para Descrever a Dispersão da Ferrugem da
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RESUMO

A ferrugem asiática é uma doença fungicida, dispersada pelo ar, que afeta todos os anos a
produtividade da soja em escala mundial. Compreender como os fatores atmosféricos influenciam
na dispersão da ferrugem asiática pelo ar, é de fundamental importância para avaliar os impactos
causados nas plantações de soja e prever medidas de controle e manejo da doença [1,3]. Nesse
contexto, este trabalho tem por objetivo gerar uma malha retangular para simular o transporte
atmosférico da ferrugem asiática no estado do Paraná, realizado por meio de uma equação
dispersiva-convectiva-reativa.

O modelo matemático utilizado para descrever o transporte atmosférico do fungo da ferrugem
asiática, é uma equação diferencial parcial (EDP) bidimensional com termos difusivo, convectivo
e reativo, ou seja,

D

✓
@2C

@x2
+

@2C

@y2

◆
� ⇢

✓
@C~v

@x
+

@C~v

@y

◆
�

@C

@t
= ��C (1)

C(b1, 0) = C(b2, 0) = C(T, 0) = 0 (2)

C(b1, t) = C0 (3)
@C

@n
(b2, t) = 0, (4)

onde D denota o coeficiente de difusividade molecular do fungo da ferrugem suspenso no ar,
C(x, y, t) é a concentração de fungos, ⇢ é a massa espećıfica do fluido, ~v(x, y, t) é o campo de
velocidades do ar e � é a taxa de mortalidade do fungo da ferrugem durante seu transporte
atmosférico.

A EDP (1) descreve o transporte do fungo da ferrugem pelo ar. A equação (2) são as
condições iniciais para a concentração de fungos em toda a malha (veja a Figura 1), isto é,
quando t = 0 não há ferrugem no estado do Paraná. Considerando que para t > 0 existe uma
injeção cont́ınua C0 de fungos que entram pelas células b1, fronteira Paraná-Paraguai, devido às
correntes atmosféricas, a condição de contorno para essa fronteira é dada pela equação (3). Nas
demais células b2 da fronteira aplicam-se condições de contorno tipo Neumann, equação (4).

⇤Mestrando em Matemática Aplicada e Computacional - PGMAC/UEL.
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O processo de geração de malhas visa a decomposição de um determinado domı́nio geométrico
em vários elementos, de modo a permitir o uso de um método numérico para aproximar a solução
das equações governantes do problema em questão [2]. O domı́nio geométrico do problema em
estudo (estado do Paraná) é ilustrado pela Figura 1. A malha em cinza divide o domı́nio
em células. Os rótulos nas células são tais que: F são células vazias que não contém nenhuma
informação, mas pertencem ao domı́nio do problema e nas simulações não são resolvidas qualquer
equação sobre elas. T são células interiores (ao estado do Paraná), onde o transporte de fungos
pelo ar é descrito pelas equações (1-4). Nas células b1 e b2 são aplicadas as condições de contorno
sobre elas (fronteira do estado do Paraná).

Figura 1: Domı́nio geométrico do problema em estudo.

Para constuir a borda do estado do Paraná foi utilizada a interpolação polinomial spline
cúbica. Em seguida, discretizando o modelo (1-4) por Diferenças Finitas, vamos simular a
dispersão atmosférica do fungo da ferrugem pelo ar. Os resultados serão comparados com
registros de ferrugem no Paraná.
Palavras-chave: Ferrugem asiática, geração de malhas, diferenças finitas.
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Referências

[1] S. A. Isard, S. H. Gage, P. Comtois and J. M. Russo, Principles of the atmospheric pathway
for invasive species applied to soybean rust, BioScience., 55 (2005) 851-861.

[2] L. G. P. Machado, “Malhas adaptativas em domı́nios definidos por fronteiras curvas”, Dis-
sertação de Mestrado, USP, São Carlos, 2008.

[3] C. A. Minchio, M. G. Canteri, L. H. Fantin e M. A. de A. Silva, Epidemias de ferrugem
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RESUMO 
 

Propostos inicialmente por R. W. Hamming, no final da década de 1940, os códigos 
corretores de erros são atualmente utilizados tanto em atividades rotineiras, como a 
comunicação via celular, quanto em atividades inusitadas, como o envio de imagens de outros 
planetas por sondas espaciais. 

Embora a transmissão de informação seja, em geral, considerada na comunicação 
digital, que se dá no espaço, ou seja, de um lugar para outro, ela também pode ser considerada 
no contexto da genética. Neste contexto, a transmissão de informação genética se dá no tempo, 
ou seja, de um momento para outro, sendo o ácido desoxirribonucléico (DNA) o canal de 
comunicação utilizado. Dessa forma, é natural perguntar se a estrutura teórica dos códigos 
corretores de erros pode contribuir para a compreensão dos processos biológicos envolvidos na 
codificação genética. A resposta, segundo G. Battail, em [1], é afirmativa. 

Iniciadas na década de 1970, as investigações envolvendo métodos da teoria da 
informação na genética não obtiveram sucesso. Passadas cerca de três décadas, com a conclusão 
do projeto genoma, que demandou cerca de 13 anos e a contribuição de mais de 5000 cientistas 
de 17 países, houve um novo interesse no assunto. Tal interesse continua até o presente 
momento, apesar da quantidade reduzida de pesquisadores tratando do assunto.  

Segundo Márcio de Castro Silva Filho, do Departamento de Genética da Escola 
Superior de Agricultura Luiz de Queiroz (Esalq), da USP, em entrevista à Revista de Pesquisa 
FAPESP, em setembro de 2015: ``O assunto é extremamente complexo, poucas pessoas 
conseguem transitar nas duas áreas, da genética e dos códigos corretores de erros...''.   

De fato, por si só, a teoria matemática envolvida nos códigos corretores de erros 
abrange, além de várias subáreas da Álgebra, como Teoria dos Números, Teoria dos Anéis, 
Teoria dos Corpos e Teoria dos Grupos, tópicos de Álgebra Linear e de Espaços Métricos. Além 
disso, o completo entendimento do assunto exige que sejam conhecidos conceitos da Teoria da 
Informação e de Genética. 

Dentre as pesquisas investigando o uso de códigos corretores de erros na codificação 
genética, é possível encontrar estudos envolvendo códigos lineares auto duais sobre anéis em 
[4] e sobre corpos em [6]. Além disso, é possível encontrar estudos envolvendo códigos lineares 
cíclicos sobre anéis em [5] e [2]. Em particular, é possível encontrar estudos envolvendo 
códigos BCH tanto sobre anéis quanto sobre corpos em [3]. 

Apesar de fazer uso de uma teoria matemática bastante ampla e que incluí tópicos de 
nível mais avançado, os artigos que tratam do assunto não contemplam tal teoria. Diante disso 
sentiu-se a necessidade de realizar uma pesquisa exploratória, de natureza predominantemente 
teórica, para investigar os detalhes da teoria matemática envolvida nas aplicações dos códigos 
corretores de erros à codificação genética e algumas dessas aplicações. 

O desenvolvimento dessa pesquisa, que encontra-se em andamento, inclui: estudar os 
princípios básicos da Teoria da Informação e da Genética, bem como os principais tópicos de 
Álgebra Linear, dos Espaços Métricos, da Teoria dos Números, da Teoria dos Anéis, da Teoria 
dos Corpos e da Teoria dos Grupos; realizar um levantamento sobre o estado da arte da 
publicação científica envolvendo o tema da pesquisa; a partir desse levantamento, identificar e 
validar a teoria matemática dos códigos corretores de erros necessária à sua aplicação na 
codificação genética; estudar aplicações dos códigos corretores de erros na codificação genética. 
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RESUMO

A Tuberculose é uma doença infectocontagiosa cujo agente transmissor é chamado Mycobac-
terium tuberculosis, também conhecido como bacilo de Koch [2]. A apresentação da tuberculose
se dá, principalmente, na forma pulmonar, no entanto pode afetar outros órgãos. Segundo o
Ministério da Saúde, essa doença é a que mais mata no mundo, ultrapassando mortes causadas
por HIV e malária juntos. Conforme a Organização Mundial da Saude(OMS), a tuberculose é
responsável por quase 2 milhões de óbitos a cada ano.

O presente trabalho consistiu em aplicar um modelo matemático clássico, criado em 1927
por Kermack e McKendrick, para o estudo da evolução temporal da Tuberculose no Estado do
Rio de Janeiro, a partir de dados do Ministério da Saúde, no peŕıodo de 2013 a 2018.

O modelo SIR( Sucept́ıveis-Infectados-Recuperados) consiste de uma epidemia em que um
indiv́ıduo deve ser isolado, podendo ser curado e tornar-se imune a doença ou morrer. A dinâmica
deste modelo consiste em analisar os indiv́ıduos infectados e também os que se recuperam da
doença, como ilustrado na Figura 1,

Figura 1: Modelo compartimental SIR sem dinâmica Vital.

onde S = S(t) é o número de indiv́ıduos sadios e aptos a contráırem a doença por conta-
tos infecciosos, I = I(t) é o número de indiv́ıduos anteriormente suscet́ıveis que contráıram a
doença de outros infecciosos e passam imediatamente a serem transmissores dela por contato
num instante t e R = R(t) é o número de indiv́ıduos que, de infecciosos passam a não mais
participar da dinâmica epidêmica.

Após coleta de dados dos infectados e estudos preliminares, foi feito uma simulação numérica
do modelo com Matlab(MathWorks Inc.). A justificativa em trabalhar o modelo SIR, além das
questões acadêmicas, é analisar de maneira mais ampla os dados de infectados que se dispõe
a cada ano e fazer projeções, de modo que novas medidas sejam tomadas, por exemplo, pelos
governantes, caso a doença não esteja controlada. Este trabalho foi inspirado no trabalho de
Almeida(2017)[1]. Estudos correlatos sobre este tema podem ser vistos na literatura, como em
Sabino (2011)[3], Ribeiro Luis(2012)[2], dentre outros.

A formulação matemática do modelo SIR é representado por um sistema de equações dife-
renciais ordinárias, de primeira ordem e não- linear,

⇤bolsista de Iniciação Cient́ıfica FAPERJ/RJ
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Modelo SIR

8
><

>:

dS
dt = ��SI
dI
dt = �SI � µI
dR
dt = µI

t � 0 e condições iniciais, S(0) = S0, I(0) = I0, R(0) = 0.

Abaixo na tabela, são apresentados os dados para simulação

Assim, simulou-se o problema considerando a média dos dados da população. Logo, N =
16.890.438, S(0) = 16.876.914 e I(0) = 13.524, com os parâmetros � = 0, 000801 e µ = 0, 124093,
sendo este último determinado via regressão linear dos dados dos infectados em relação ao tempo,
e neste caso, obteve-se a taxa de 0, 0015, que igualando a �SI �µI determinou-se µ = 0, 124093.
Na Figura 2, apresenta-se o gráfico da simulação no Software Matlab.

Figura 2: Simulação no Matlab via método de Euler

Por fim, calculou-se a taxa de reprodutibilidade basal R0 = �S(0)
µ

⇠= 1, 09 > 1 e como R0 > 1,
conclui-se que a Tuberculose não está controlada, com tendência epidêmica em um peŕıodo curto
de tempo, caso nada seja feito.
Palavras-chave: Modelagem Matemática, Epdemiologia, Tuberculose

Referências

[1] C.P. Almeida, O.S. Pereira, C.S.S. Pereira , ”Modelagem Matemática e Simulação
Numérica de um Sistema de Equações Diferenciais: Estudo de Caso para Análise de
Doença(s) Infecciosa(s) no Estado do RJ “; Anais do ERMAC UFRRJ, p. 140-143, Se-
ropédica, 2017.
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RESUMO 

 
O problema da bicicleta de rodas quadradas, apresentado por Hall e Wagon [1], propõe 

a discussão da existência de uma forma de andar de bicicleta com rodas de formas diferentes 
sem causar muitos solavancos e força para realizar o movimento de rolamento. No entanto, a 
abordagem dos autores traz ilustrações bastante precárias e com pouco detalhamento das 
construções geométricas por eles utilizadas. Nesse trabalho apresentamos a exploração dos 
entes geométricos com uso de software de geometria dinâmica e a confecção de um mecanismo 
com rodas quadradas por meio de impressora 3D após modelagem tridimensional em software 
específico. Nessas discussões utilizamos curvas paramétricas aplicadas ao planejamento e 
modelagem tridimensional da pista e da roda do sistema dinâmico do mecanismo. 

A roda como conhecida atualmente garante que cada ponto da sua volta está a mesma 
distância do centro da roda, o conhecido eixo, e por essa distância ser constante o movimento 
em uma estrada plana é sem oscilações. Posto a roda circular em uma estrada que não é 
perfeitamente lisa, ocorre que o centro da roda passa a ser variante em sua trajetória. Mas qual 
seria a estrada apropriada para a roda na forma de um quadrado. Se um quadrado é posto em 
movimento sobre uma superfície plana, a distância do centro em relação a superfície não é 
constante. Sendo assim o problema consiste em construir uma pista que permite que o centro da 
roda viaje em uma linha constante e que as irregularidades da roda sejam corrigidas pela pista. 

A parte inicial dos estudos constituiu da solução bidimensional do problema com 
simulação a partir de construções dinâmicas no software Geogebra. Para a realização das 
simulações foi definido e implementadas curvas paramétricas nas quais um ponto (vértice da 
roda) passou a dar o movimento de rolamento. Posteriormente, foi construído a roda no formato 
quadrado com dependência dinâmica desse ponto.  

De acordo com os autores, a obtenção da curva que determina a pista, se dá pela solução 
de uma equação diferencial ordinária. Contudo há condições para que uma roda quadrada role 
sobre uma superfície ou uma curva. Primeiramente devemos garantir que o lado da roda tenha 
um ponto de contato em toda sua extensão, e além disso, a distância percorrida pela roda e pela 
pista deve ser a mesma em qualquer ponto de movimento. A segunda condição proposta é que o 
centro geométrico da roda se desloque sempre na horizontal sem variações.  

A obtenção da curva característica da pista é obtida em consequência das características 
definidas para a roda. Para uma roda quadrada se dá por uma sequência de cossenos 
hiperbólicos, ou seja, se obtivermos a estrada para um lado do quadrado garantiremos que essa 
curva vai ser exatamente igual para os próximos lados, sendo periódica em toda sua extensão. 
Com a função que descreve a pista conseguimos incrementar a simulação permitindo realizar a 
generalização baseado em parâmetros de ampliação. Quando verificamos que a estrada para a 
roda era válida, seus múltiplos, consequentemente, foram válidos também. 

A solução da roda quadrada permite generalização para rodas definidas por polígonos 
regulares. Consequentemente para polígonos regulares de muitos lados a pista se aproxima de 
uma linha reta. Esses resultados podem ser observados na generalização construída no 
Geogebra, mostrada na Figura 1, a seguir. 

Visto que o projeto em duas dimensões fornece características para sua expansão no 
tridimensional, foi realizado a simulação de uma partição ondulada de uma pista circular. A 
superfície dessa partição é em formato de um arco de circunferência e construída de acordo com 
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a quantidade de partições desejada. Para essa implementação utilizamos 28 partições para 
compor a pista circular ondulada.  
 

 
Figura 1: Simulação para generalização das trajetórias construídas no GeoGebra. 
 
Para modelagem tridimensional de cada partição, foi utilizado o software Blender, o 

qual fornece ferramentas de modelagem e animação, além de possuir caixa de entrada para 
sistema de equações matemáticas. Após a modelagem tridimensional foi confeccionada uma 
partição com impressão 3D de modo que o projeto começou a tomar forma. Verificado as 
consistências da partição, foi realizado as impressões dos 27 lócus restantes da pista. 

Já a roda para esta pista se torna um paralelepípedo com cortes em suas arestas de 
acordo com o ângulo que a partições se encontram, e dessa forma o eixo de simetria da roda se 
torna uma reta com ângulo da partição. Para adequar as rodas à pista circular completa, foram 
confeccionadas rodas de tamanhos diferentes, com dimensões de acordo com a distância do 
centro da pista a posição em que a roda se deslocaria. 

Por fim, cada partição correspondente a um lado da roda foi confeccionada de uma cor 
para facilitar a visualização do projeto. Para implementação do movimento foi realizado a tração 
nos eixos com um motor movido a bateria. O resultado desse projeto é mostrado na Figura 2, a 
seguir.  
 

 
Figura 2: Pista modelada no software Blender e sua representação física. 

 
A realização da pesquisa que culminou com a produção desse trabalho nos mostrou que 

as condições analíticas e paramétricas para definir as simulações no software Geogebra 
demandam aprofundamentos de estudos e precisão de cálculos. As maiores dificuldades se 
evidenciaram na determinação dos parâmetros para modelagem tridimensional e para 
simulação. Vale ressaltar que a maioria de curvas com condições de fechamento não possui uma 
equação diferencial de simples resolução, sendo necessário o uso de aproximações numéricas 
para sua solução. No entanto, a utilização de recursos tecnológicos contemporâneos permite 
novas discussões para problemas clássicos e a obtenção de soluções de forma diferenciada e 
facilitada pelo processamento numérico e pela visualização e confecção tridimensional.  
 
Palavras-chave: Curvas paramétricas, Geogebra, Blender  
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RESUMO

Uma lenda chinesa diz que certa vez uma tartaruga surgiu do Rio Lo durante uma inundação
e em seu casco estava esculpido um padrão diferente: um grid três-por-três contendo números
diferentes tais que a soma de cada uma das três linhas, das três colunas e das duas diagonais
totalizavam 15, que na forma matricial pode ser apresentada como

2

4
4 9 2
3 5 7
8 1 6

3

5 .

Sua real origem não é conhecida, mas há registros de sua existência em épocas anteriores
à nossa era, na China e na Índia. Por exemplo, o quadrado de 9 casas é encontrado em um
manuscrito árabe no fim do Século VIII atribúıdo a Apolônio de Tiana.

Um quadrado mágico de ordem n é uma matriz quadrada A de ordem n com n2 números
tais que a soma dos elementos de cada linha e de cada coluna, bem como da diagonal principal
e da diagonal secundária é o mesmo número, chamado constante mágica.

Neste trabalho foi desenvolvido, em linguagem computacional, um método que gerasse qua-
drados mágicos de qualquer ordem. Tal implementação foi feita em Julia [1] com três algoritmos
distintos:

1. Para quadrados mágicos de ordem ı́mpar [2];

2. Para quadrados mágicos de ordem par diviśıvel por 4, chamado também de quadrado
mágico duplo par;

3. Para quadrados mágicos de ordem par não diviśıvel por 4.

Ressalta-se ainda, que os algoritmos 2 e 3 foram desenvolvido neste trabalho.

Palavras-chave: Quadrado mágico, implementação, algoritmo, matemática computacio-
nal.
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RESUMO 
 

     O presente trabalho aplicou métodos de processamento e classificação de imagens para a 
área da astronomia, nestes processos foram extraídos dados para realizar o treinamento e 
posteriormente sua classificação. Na abordagem adotada, foram utilizadas técnicas que visam 
reduzir o ruído em imagens para ressaltar as informações mais relevantes, e Máquinas de 
Vetores de Supervisão foram empregadas para realizar o treinamento e posteriormente a 
classificação. Nos experimentos realizados a estratégia adotada permitiu a identificação de 
modo eficiente para duas estrelas, Polaris (alfa Ursa Menor) e Mimosa (beta Crucis). 
      
Introdução 
 
     Desde os primórdios da civilização humana, estão presentes os fatores astronômicos para sua 
orientação e deslocamento em terra, e posteriormente muito utilizado na navegação [5]. As 
estrelas Polaris e Mimosa são exemplos de referência utilizadas para este fim.  
     Este resumo reporta a realização de um estudo sobre estas estrelas, aplicando processamento 
e classificação de imagens com o objetivo de identificar, computacionalmente, estes astros.  
 
Desenvolvimento 
 
     Foi realizado a obtenção de um conjunto de imagens da esfera celeste. O conjunto utilizado 
como amostra foi extraído do repositório “STScI Digitized Sky Survey” [1]. 
     As imagens foram submetidas primeiramente a um processamento, com o objetivo de 
facilitar sua classificação no SVM. Este processamento é dividido em quatro etapas (Figura 1): 
(i) Na primeira etapa, as cores da imagem são alteradas para escala de cinza. (ii) Após esta 
etapa, a imagem é submetida ao processo de limiarização, que consiste em dividir a imagem em 
duas classes, fundo e objetos, sendo uma delas representada pela cor preta e a outra pela cor 
branca [3,9]. Os pixels com valores maiores que o limiar especificado são transformados em 
branco e os com valor menor são transformados em preto. (iii) A terceira etapa aplica uma 
erosão na imagem, retirando a borda de elementos maiores e removendo elementos menores. 
Isto faz com que as estrelas menores desapareçam por apresentarem pouca densidade de pixels, 
o que diz respeito a baixa relevância para a identificação de objetos. (iv) A última etapa consiste 
na dilatação dos objetos da imagem, evidenciando elementos relevantes [9]. 
 

 
Figura 1. Etapas de pré-processamento: (i) escala de cinza, (ii) limiarização, (iii) erosão e (iv) 

dilatação 
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     Para realizar a classificação foi utilizado o método de Máquinas de Vetores de Supervisão 
(SVM), que consiste em um conjunto de aprendizado supervisionado para reconhecimento de 
padrões. Inicialmente, o SVM recebe um conjunto de informações base para treinamento e 
entrega como resultado um modelo de classificação que é utilizado para categorizar os dados,      
como parâmetro para o SVM foi utilizada a distância relativa (Figura 2) entre a estrela a ser 
classificada em relação as suas vizinhas, além destas, a magnitude (tamanho) também foi 
utilizada.  
     Para a implementação dos tratamentos da imagem foi utilizado a linguagem de programação 
C++ e a biblioteca OpenCV. Esta biblioteca foi escolhida por possuir licença livre para o uso 
acadêmico e possuir técnicas necessárias para o processamento de imagens utilizados neste 
trabalho [2]. 
 

 
Figura 2. Distância relativa e Magnitude das estrelas 

 
Considerações Finais 
 
     Neste projeto foi realizada a aplicação de quatro técnicas de processamento de imagem sendo 
estas: (i) Escala de Cinza, (ii) Limiarização, (iii) erosão e (iv) dilatação. Estas foram aplicadas 
como um pré-processamento para o treinamento de SVM. Com isto foram extraídas as 
informações de maior relevância para a classificação dos conjuntos. 
     Para o treinamento do SVM foram utilizadas 44 imagens para o primeiro treinamento e 544 
para o segundo e terceiro, analisando 10 imagens para cada experimento.      
     O trabalho apresentou resultados interessantes para a classificação de estrelas utilizando 
SVM. Sendo possível identificar conjuntos distintos de imagens mesmo quando ambos eram 
exemplos negativos da estrela analisada. Portanto, é possível concluir que foram identificados 
subconjuntos dentro de conjuntos de imagens.   
 
Palavras-chave: Processamento de Imagem, Visão Computacional, Estrelas  
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RESUMO

A necessidade de se garantir que uma mensagem seja armazenada ou transmitida de forma
confiável pelos diversos meios existentes, exige o uso da teoria dos códigos corretores de erros.
Durante a transmissão ou armazenamento de informações, podem ocorrer algumas interferências
ou perturbações, que fazem com que a mensagem recebida seja diferente da original. Porém,
através de técnicas adequadas de codificação e decodificação é posśıvel garantir que a mensagem
enviada chegará com uma quantidade de erros pequena ou sem erros ao seu destino. Nos últimos
anos, com o avanço tecnológico, a procura por serviços de alta confiabilidade para a transmissão
de dados digitais impulsionou o estudo da teoria dos códigos corretores de erros, tornando-o um
campo de pesquisa ativo e com aplicação em diversas áreas do conhecimento. Dentre os diversos
códigos corretores de erros existentes, os códigos BCH tem se destacado devido às caracteŕısticas
simples e sua aplicação em diversos contextos, podendo ser utilizado na construção de métodos
práticos em hadware e software, em aplicações espaciais e até mesmo no âmbito biológico. A
relação dos códigos corretores de erros com a biologia foi apontada por [5] e [2], que evidenciaram
a existência de uma estrutura matemática nas sequências de DNA associadas aos códigos corre-
tores de erros, também identificaram, reproduziram e classificaram matematicamente diferentes
sequências de DNA por meio de modelos de sistema de comunicação de informação genética
análogos ao modelo de sistema de comunicação digital. A reprodução dessas sequências ocasi-
ona uma diminuição de tempo e de gastos laboratoriais para análises mutacionais. Na mesma
linha de pesquisa, [1] apresentaram algumas aplicações de estruturas matemáticas no código
genético, tornando-se ferramenta eficaz na análise de diversos fenômenos biológicos. Além disso,
mostraram uma modelagem do código genético possibilitando a identificação de caracteŕısticas,
propriedades e implicações do modelo. [4] mostrou os benef́ıcios de associar as tecnologias com-
putacionais com o uso de análises da biotecnologia, através da apresentação de um algoritmo
que faz a predição mutacional em sequências de DNA por meio do processo de decodificação.
[3] propuseram uma conexão entre a constelação de 64 sinais presentes no modulador genético
de um sistema de comunicação genético com um sistema de comunicação digital. Com isso,
foi posśıvel contribuir em uma área em franca expansão, fazendo com que a biologia se torne
uma ciência fundamentada em conceitos matemáticos. Com base nesses estudos, pressupõe-se
a relação entre engenharia (códigos corretores de erros), em particular os códigos BCH, biolo-
gia e estruturas matemáticas. Perante isso, o objetivo deste trabalho é apresentar a conexão
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existente entre essas três áreas do conhecimento, por meio do detalhamento teórico dos códigos
BCH e as estruturas algébricas utilizadas, além da relação das mesmas com sequências de DNA,
e que através do algoritmo de geração de protéınas proposto por [5] e [2] possamos reproduzir
sequências de DNA obtidas por meio do banco de dados NCBI (em inglês, National Center for
Biotechnology Information), para análise de ocorrências de mutações genéticas.
Palavras-chave: Códigos BCH, Comunicação Genética, Estruturas Algébricas.
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RESUMO 
 
 O estudo de manipuladores e robôs atuados por cabos data principalmente da década 
dos 80, quando Landsberg e Sheridan propuseram a substituição de elos rígidos de uma 
plataforma de Stewart por cabos flexíveis [1]. Desde então, alguns trabalhos já foram 
desenvolvidos nessa área, visando a sua utilização em diferentes aplicações e em escalas 
diversas. Manipuladores e robôs atuados por cabos oferecem grandes vantagens em relação a 
sistemas tradicionais que utilizam apenas corpos rígidos devido ao seu grande espaço de 
trabalho alcançável, facilidade de reconfiguração, alta capacidade de carga e alto desempenho 
dinâmico [2]. Os graus de liberdade e a forma do movimento destes sistemas são dados pela 
quantidade de cabos atuados e pela disposição deles com relação à plataforma atuada [3]. 
 
 Segundo Ming e Higuchi [4], Manipuladores e robôs atuados por cabos podem ser 
classificados em: CRPM (Completely Restrained Parallel Manipulator) e IRPM (Incompletely 
Restrained Parallel Manipulator). Verhoeven [5] aponta também a existência de uma terceira 
categoria chamada RRPM (Redundantly Restrained Parallel Manipulator). As classificações 
foram realizadas em função da diferença entre o número de cabos (n) e o número de graus de 
liberdade do manipulador (m). As categorias anteriormente citadas respeitam as relações 
mostradas na sequência: 1). CRPM: n = m + 1; 2). IRPM:  n <= m; 3). RRPM: n >= m + 1. 
 
 Uma classificação adicional apresentada por Verhoeven [5], divide os manipuladores 
em seis grupos de acordo com o número de graus de liberdade controláveis, e com o tipo de 
movimento do efetuador final como mostrado a seguir: classe 1: "1T", manipulador que 
permite apenas movimento linear de qualquer ponto de interesse no efetuador final do 
manipulador; classe 2: "2T", manipulador que permite o movimento planar de qualquer ponto 
de interesse no efetuador final do manipulador; classe 3: "1R2T", manipulador que permite o 
movimento planar completo de qualquer ponto de interesse no efetuador final do manipulador; 
classe 4: "3T", manipulador que permite o movimento espacial de qualquer ponto de interesse 
no efetuador final do manipulador; classe 5: "2R3T", manipulador que permite o movimento 
espacial de uma barra usada como efetuador final do manipulador; classe 6: "3R3T", 
manipulador que permite o movimento espacial completo de um corpo usado como efetuador 
final do manipulador. 
 
  O presente projeto visa a concepção, construção, controle e programação de um 
manipulador atuado por cabos das classes CRPM-1R2T. Nesse sentido, e respeitando as 
considerações previamente apresentadas, podemos descrever este equipamento como sendo uma 
plataforma fixa unida a uma plataforma móvel através de quatro cabos tensionados, sendo estes: 
i). dois cabos atuados por motores presos aos vértices inferiores da plataforma fixa e ii). outros 
dois cabos unidos a pesos suspensos em polias nos vértices superiores também da plataforma 
fixa. Estes pesos são colocados com o objetivo de manter os cabos sempre sob tensão sem 
precisar de um sistema de tração ativo (i.e. motores). Neste sistema, a tensão nos cabos é gerada 
pela combinação linear das componentes das forças geradas pelos  motores e pelos pesos, o que 
se diferencia de sistemas onde o peso do manipulador gera a tensão nos cabos [6]. 
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 Como os cabos estarão sempre tensionados a análise da cinemática de posição do 
sistema pode ser simplificada interpretando os cabos como elos de comprimento variável. 
Através desta análise, é possível a obtenção das equações da cinemática inversa que descrevem 
o movimento do robô usando uma abordagem puramente vetorial onde a cinemática inversa é 
dada pela obtenção do comprimento dos cabos atuados pelos motores a partir da posição da 
plataforma móvel, de forma que apenas o movimento do robô será analisado mas sem 
considerar as forças envolvidas. 
 
  Devido que o manipulador é categorizado como CRPM-1R2T, este pode ter o seu 
efetuador final rotacionado e transladado sobre um plano, portanto este manipulador apresenta 
três graus de liberdade. Obtidos os cálculos da cinemática e geometria do manipulador é 
possível desenvolver uma grande variedade de aplicações interessantes envolvendo seu 
movimento.  Para realizar o controle do robô, são gerados comandos no computador baseados 
na escolha do usuário através de uma interface gráfica criada no software Qt Creator e que 
permitirá o calculo de trajetórias otimizadas que serão posteriormente comunicadas a um 
sistema embarcado responsável pelo controle dos motores de passo. 
 

Futura aplicações desta plataforma de pesquisa, poderão envolver uma análise das 
forças envolvidas no sistema, de modo que analises complementares da capacidade de força e 
manipulabilidade dentre outras poderão ser estudadas. 
 
 
Palavras-chave: Robô por Cabos, Cinemática, Geração de trajetórias. 
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RESUMO

Os números de Catalan são assim chamados em homenagem ao matemático belga Eugène
Charles Catalan (1814 - 1894), responsável pela divulgação e demonstração de propriedades dessa
sequência numérica. Contudo, atribui-se a descoberta de tais números ao notável matemático
súıço Leonard Euler, por volta do ano 1751.

Presentes em problemas de combinatória, álgebra, ciência da computação, teoria dos grafos
e geometria, os Números de Catalan são pouco conhecidos no Brasil e possuem pouca literatura
na ĺıngua portuguesa. O objetivo deste trabalho é fazer um estudo sobre os Números de Ca-
talan, apresentando seu histórico, principais propriedades e algumas aplicações, que podem ser
aplicadas em sala de aula. Além disso, difundi-los e torná-los mais conhecidos.

Definição 1. Os números de Catalan, representados por Cn, são definidos por

Cn =
1

n + 1

✓
2n

n

◆
=

(2n)!

(n + 1)!n!
,

para todo inteiro n � 0. [?]

Os seis primeiros números da sequência numérica de Catalan são 1, 1, 2, 5, 14 e 42.

Euler propôs um problema ao matemático alemão Christian Goldbach, onde procurava des-
cobrir qual o número de possibilidades de desenhar as diagonais de um poĺıgono convexo sem
que haja interseção entre elas. Das trocas de correspondências entre os dois matemáticos surgiu
a primeira forma de encontrar os números de Catalan, através de uma fórmula recursiva. [?]

Fórmula de recorrência de Euler. Os números de Catalan podem ser obtidos pela
seguinte relação de recorrência

Cn =
4n � 2

n + 1
· Cn�1,

para n � 1, onde define-se C0 = 1.

Já no ano de 1756, o matemático alemão Johann Von Segner, através dos estudos de Euler
sobre a triangulação de poĺıgonos, publicou uma segunda relação de recorrência para a obtenção
dos números de Catalan.
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Relação de recorrência de Segner.

Cn = C0 · Cn�1 + C1 · Cn�2 + ... + Cn�1 · C0,

para n � 1, onde C0 = 1.

Propriedades. Os números de Catalan gozam de diversas propriedades, mas entre elas
destacamos algumas que tratam de paridade, primalidade e divisibilidade.

Teorema 1. Para n > 0, o número de Catalan Cn é ı́mpar se, e somente se, n é um número
de Mersenne, ou seja, da forma 2m

� 1, onde m � 1. [?]

Teorema 2. Os únicos números de Catalan que são primos são os números C2 e C3. [?]

Teorema 3. Para todo n � 0, Cn|n + 2 se, e somente se, n  3. [?]

Aplicações. Os números de Catalan são utilizados na resolução de problemas envolvendo
análise combinatória, dos quais alguns exemplos são descritos a seguir:

Exemplo 1: Problema da triangulação de poĺıgonos convexos. De quantas maneiras
podemos dividir um poĺıgono convexo em triângulos, desenhando suas diagonais, de modo que
não haja interseção entre elas?

Exemplo 2: Caminhos reticulados de (0, 0) até (n, n). Em uma malha quadriculada
de tamanho n ⇥ n, de quantas maneiras partindo do ponto (0, 0) podemos chegar ao ponto
(n, n), sendo posśıvel apenas passos de comprimento 1 e nas direções leste ou norte, desde que
o caminho não cruze a diagonal da malha que une os pontos (0, 0) e (n, n)?

Exemplo 3: Problema das sequências de parênteses. De quantas maneiras pode-
mos multiplicar n + 1 números, multiplicando sempre dois a dois, de modo que a ordem da
multiplicação seja respeitada?

Para ilustrar, se n = 3, temos as seguintes possibilidades:

(x1(x2(x3x4))), ((x1x2)(x3x4)), (x1((x2x3)x4)), (((x1x2)x3)x4) e ((x1(x2x3))x4).

Ou seja, 5 possibilidades, que corresponde ao número de Catalan C3.
Assim, por exemplo, para n = 5, não é preciso listar as possibilidades, basta substituirmos

n = 5 na fórmula combinatória para o cálculo de Cn. Então, temos que C5 =
1

5 + 1

✓
10

5

◆
=

(10)!

(6)!5!
= 42 possibilidades.

Palavras-chave: Catalan, Análise Combinatória, Matemática Discreta
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RESUMO

Um dos problemas primordiais da matemática de distâncias estava relacionado com objetos
de n dimensões mergulhados em espaços de dimensões menores. Em 1841, o jovem Arthur Cayley
publicou um paper sobre a relação entre as distâncias de cinco pontos no espaço. Ele mostrou,
utilizando argumentos matriciais, que um tetraedro de quatro dimensões somente pode existir
em um espaço tridimensional se o seu volume for zero. Anos mais tarde, Karl Menger estabeleceu
uma nova caracterização para espaços métricos à partir do conceito de sistema de congruência.
O determinante de Cayley harmonizava com a métrica de Menger, fato observado por Leonard
Blumenthal[5], que uniu ambos e, assim, formalizou o que hoje conhecemos como determinante
de Cayley-Menger. Uma das ferramentas de Blumenthal foi a deveras conhecida Fórmula de
Heron. Em seu livro Theory and applications of Distance Geometry, o seguinte resultado é
apresentado: “O voulme quadridimensional de um simplex quadridimensional mergulhado no
espaço tridimensional é zero.”.

Figura 1: Aqui representados, n-simplices, com n = 1, . . . , 5. [Coxeter, H.S.M. (1973). Regular
Polytopes (3rd ed.). New York: Dover. p 120,121.]

Segundo Coxeter [6], “quaisquer n + 1 pontos não pertencentes à um espaço n � 1 são
vértices de um simplex n-dimensional.”. Ou seja, reconhecemos o simplex como a região do
espaço fechada pelo menor número de vértices. Note que na Figura 1 acima o objeto formado
para o caso onde n = 3 é o triângulo e os casos subsequentes são generalizações de um triângulo
para dimensões maiores que 3. Podemos então facilmente perceber a relação deste problema
com a fórmula de Heron, pois esta calcula a área de um triângulo à partir das medidas de seus
lados. De fato,

Teorema 1 (Fórmula de Heron). [2] Seja um triângulo ABC, cujos lados medem a, b e c, e,
seja s = 1

2(a + b + c) o seu semipeŕımetro. Então, temos que A =
p

s(s � a)(s � b)(s � c) é a
área de ABC.

O seguinte teorema é o determinante que Cayley demonstrou em [3].

1
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Teorema 2. Dados os pontos x1, . . . , x5 2 R4, todos pertencentes à um subespaço 3D afim de
R4, seja dij = kxi � xjk

2 para cada i, j  5. Então,

������������

0 d2
12 d2

13 d2
14 d2

15 1
d2

21 0 d2
23 d2

24 d2
25 1

d2
31 d2

32 0 d2
34 d2

35 1
d2

41 d2
42 d2

43 0 d2
45 1

d2
51 d2

52 d2
53 d2

54 0 1
1 1 1 1 1 0

������������

= 0.

Note que o Teorema 2 acima é apresentado para o caso em que n = 5. Em seu livro,
Blumenthal formula o seguinte resultado: o volume n-dimensional Vn de um n-simplex em Rn

com uma matriz de comprimento lateral d = (dij |i, j  n + 1) é:

V 2
n =

(�1)n�1

2n(n!)2
�.

Teorema 3 (Menger). Um espaço semi-métrico não vazio S é congruentemente integrável em
Rn (mas não em qualquer Rr para r < n) se, e somente se: (a) S contiver um subconjunto de
(n + 1) pontos S0 que é congruente com um subconjunto de (n + 1) pontos independente de Rn;
e (b) cada subconjunto de (n + 3) pontos U de S contendo S0 é congruente com um subconjunto
de (n + 3) pontos de Rn.

Menger havia sido fortemente influenciado pelo movimento de formalização do método ma-
temático, encabeçado por David Hilbert na década de 20, no desenvolvimento dos seus axiomas
de espaços métricos. Ele organizou uma série de seminários entre 1929 e 1937, e em meio aos
seus estudantes, um nome recebe destaque. Kurt Gödel, que no curso de sua vida exilou-se em
Princeton, nos EUA, tornando-se “amigo das caminhadas matutinas de Albert Einstein”, foi
responsável pelo desenvolvimento de resultados important́ıssimos neste campo. Entretanto, os
3 teoremas acima apresentados são de notável relevância pois carregam em si o conceito central
da Geometria de Distâncias.
Palavras-chave: volume de um n-simplex, Determinante de Cayley-Menger, espaços métricos,
geometria de distâncias.
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RESUMO

Uma simulação numérica, é composta por três etapas o pré-processamento, a escolha do
solver e o pós-processamento. Durante o pré-processamento é determinado as condições iniciais
do sistema (condições de contorno), a determinação da geometria, a criação da malha para o
sistema em análise e a determinação das propriedades do material. Já na escolha do solver é
determinado as equações que serão resolvidas, os modelos físicos a serem adotados e com isso
dado inicio a simulação numérica. No pós-processamento, é realizado os gráficos de análise dos
dados [3]. Segundo [4] um escoamento turbulento é caracterizado em três regiões: Sub-camada
viscosa, onde as forças viscosas predominam no escoamento; camada externa, onde as forças
cisalhantes predominam o escoamento; e a camada intermediaria ou superposição, onde os dois
tipos de cisalhamento são importantes. O presente trabalho tem como objetivo principal realizar
a análise de validação de uma malha para uma simulação de grandes turbilhões através do uso
da condição de parede. A condição de parede é expressa pela lei interna de parede (LoW, do
inglês Law of the Wall, Eq.(1)) e pela lei logarítmica da camada intermediária Eq.(2).

u+ =
u

u⇤ =
Y u⇤

⌫
= y+, (1)

u

u⇤ =
1

⇤
ln

Y u⇤

⌫
+ B, (2)

onde u+ representa a velocidade adimensionalizada, u a velocidade do escoamento [m s�1], u⇤

representa a velocidade de atrito [m s�1], Y representa a espessura da camada externa [m],
y+ representa a espessura da camada externa adimensionalizada, ⌫ representa a viscosidade
cinemática [m2 s�1], ⇤ representa a constante de Von Kármán, a qual ⇤ ⇡ 0, 41 e B representa
uma constante adimensional com valor ⇡ 5.

O domínio computacional adotado para a realização da simulação possui as mesmas dimensões
da seção de teste II do túnel de vento “Professor Joaquim Blessmann”, o qual se encontra no
Laboratório de Aerodinâmica das Construções (LAC) da Universidade Federal do Rio Grande
do Sul (UFRGS). As configurações do túnel de vento, assim como um modelo esquemático do
mesmo podem ser encontrado em [1]. As dimensões da seção de teste são 2 m, 0, 9 m, 1, 32
m. A escolha desse domínio se justifica pela possibilidade de se realizar experimentos práticos
comprovando validando a simulação. O software de dinâmica dos fluidos computacional (CFD,
do inglês Computational Fluid Dynamics) utilizado para realizar as simulações foi o OpenFOAM
2.4.0, ele possui um conjunto de bibliotecas ("solvers"), os quais podem ser editados devido ao
mesmo possuir seu código ser aberto.

⇤Mestrandos do programa de Pós Graduação em Engenharia Mecânica (PPEng)
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Para esse mesmo domínio foi testado 2 condições de malha, sendo a primeira com 70 divisões
em x, 90 em y e 70 em z, para esse primeiro caso não foi adicionado um fator de refinamento
junto a superfície. Enquanto que, para o segundo caso a malha apresenta 70 divisões em x,
180 em y e 70 em z, para esse segundo caso foi adicionado um fator de refinamento junto a
superfície inferior de 20 vezes. Desta forma a altura no ponto mais próximo a superfície inferior
é de 0, 000785472 m e as maiores células apresentam uma altura de 0, 0157094 m.

a) b)

Figura 1: Condição de parede para as 2 malhas testadas. a) Malha sem refinamento. b) Com refinamento
nas proximidades da parede.

Analisando os gráfico para lei de parede, observa-se no primeiro caso que a linha preta, que
representa a simulação realizada, se encontra bem afastada da curva teórica (linha vermelha
e verde) e da em DNS (do inglês Direct Numerical Simulation) (linha azul). Os dados da
simulação em DNS foram apresentada por [2], enquanto para o segundo caso observa-se que o
comportamento é muito similar ao da curva teórica porém ela esta super estimando um pouco a
curva teórica. A influencia da diferença do refinamento nas bordas pode ser observada também
nos perfis de velocidade do vento dentro da camada limite (figura não mostrada).
Palavras-chave: CFD, LoW, Simulação Numérica
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RESUMO

O presente trabalho visa fazer uma comparação entre os modelos de coluna atmosférica
(MCA) E-l e Boulac com dados adquiridos que foram coletados no śıtio experimental estava
localizado em uma área de 24 ha pertencente ao Bioma Pampa em Santa Maria, RS, Brasil
(29.7241� S, 53.759�. Foram medidos os fluxos de superf́ıcie e lançadas radiossondas a cada
3h permitindo combinar essas informações para analisar o comportamento das variáveis tur-
bulentas nos regimes de camada limite convectiva (CLC) e camada limite estável (CLE). Os
modelos numéricos têm grande dificuldade em modelar o regime fortemente estável devido aos
ventos muito fracos, fazendo com que a velocidade de fricção chegue a valores muito baixos não
realisticos. Para isso usaremos as funções de estabilidade que porcuram contribuir para que se
mantenha mais turbulência nos modelos.

Nas equações prognósticas dos modelos se assume que a componente vertical média do vento
é nula, ou seja, w = 0, considera-se a atmosfera seca, (q = 0), onde q é a umidade, e a atmosfera
sendo horizontalmente homogênea, para isso consideram-se nulas as derivadas horizontais, chega-
se no seguinte sistema de equações para as variáveis médias do escoamento :

@u

@t
= f(v � vg) �

@(u0w0)

@z
(1)

@v

@t
= f(ug � u) �

@(v0w0)

@z
(2)

@✓

@t
= �

@(w0✓0)

@z
. (3)

Onde u, v, ✓ são os compontentes de velocidade zonal, meridional e a temperatura potencial,
respectivamente, e ug, vg, e f são as componente do vento geostrófico e o parâmetro de coriolis,
repectivamente. Os fluxos de momentum u0w0, v0w0, e o fluxo de calor w0✓0 são momentos
estat́ıstico de 2a ordem de valores desconhecidos, assim como se desconhece a variação das
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componentes médias do vento e da temperatura no tempo. Então é feita uma paramentrização
dos fluxos de momentum e de calor como sendo proporcional ao gradiente das variação médias,
que são componentes já conhecidas, assim consegue-se resolver o sistema de equações.

Esse processo denominado teoria-K. Onde Km é o coeficiente de difusão turbulenta. deter-
minado nos nossos modelos por Km = (↵e)1/2lm, onde ↵ é uma constante, e é a energia cinética
turbulenta, e lm é o comprimento de mistura, geralmente a maior dificuldade dos modelos é a
boa estimação do coeficiente de difusão turbulenta.

A diferença entre os modelos E-l e Boulac está na determinação do comprimento de mistura.
Para o caso e-l tem-se

lm =
kz

1 + kz/�0
fm (4)

onde z é a altura da camada, �0 é dado por �0 = 0, 0004
q

u2
G + v2

Gf�1, e fm é a função de
estabilidade, que é definida de duas formas: cauda curta e cauda longa. Para o caso Boulac,
tem-se:

lup =
Z Z+lup

Z
�(✓(Z) � ✓(Z 0))dZ 0 (5)

ldown =
Z Z

Z�ldown

�(✓(Z 0) � ✓(Z))dZ 0 (6)

onde � é o coefiente de empuxo, Z e Z 0 são ńıveis de altura.

Figura 1: Erro de temperatura a 3m.
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A figura mostra o erro de temperatura comparando os modelos e suas respectivas funções de
estabilidade com os dados observados a 3m, mostrando que os modelos subestimam as tempe-
raturas, pois os gráfico aparece inteiramente pro lado observado. Geralmente o Boulac é mais
turbulento na camada limite planetária, o que é bom para casos de forte estabilidade atmosferica.
Palavras-chave: Camda limite estável, Modelo de coluna atmosférica, observações
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RESUMO

Os primeiros estudos cient́ıficos a respeito do lazer são da década de 60 no campo da sociolo-
gia. Em que, entende-se como lazer um conjunto de atividades escolhidas livremente, nas quais
proporcionam prazer, bem estar, condições de recuperação psicossomática e de desenvolvimento
pessoal e social. Por outro lado, no campo da psicologia, o estudo do lazer está pautado no pro-
cesso de desenvolvimento pessoal como uma continuidade de etapas: a vida adulta, maturidade
e velhice [3].
O lazer, além de direito constitucional, é considerado uma necessidade humana básica. No en-
tanto, as atividades produtivas e/ou remuneradas são as mais valorizadas pela sociedade e o fato
dos idosos não exercerem tais atividades pode fazê-los sentir uma necessidade maior de lazer
e interação social. Um dos fatores determinantes do envolvimento em atividades de lazer é a
atitude face ao lazer, em que uma atitude positiva tende a estar relacionada com maior envol-
vimento nestas atividades. Assim, a mensuração da atitude face ao lazer torna-se essencial por
estruturar intervenções para promoção de atitude positiva e, portanto, bem-estar biopsicossocial
[2].
Desta forma, o presente estudo tem por objetivo verificar as atitudes dos idosos, em relação ao
lazer por meio do instrumento Leisure Attitude Scale de Ragheb e Beard (1982), submetido a
adaptação transcultural [1, 6, 8] e composto por 27 itens com respostas na escala Likert variando
de 1 a 5, apropriando-se da metodologia de modelagem de equações estruturais. Para verificar o
grau com que os fatores encontrados satisfazem a estrutura esperada realizou-se análise fatorial
confirmatória (AFC). Para tanto, utilizou-se como ı́ndices de qualidade do ajustamento o �2/gl
(razão qui-quadrado e graus de liberdade), CFI (comparative fit index ), GFI (goodness of fit
index ) e RMSEA (root mean square error of approximation) [5]. As análises foram realizadas
no software R (versão 3.5.0) [7] e os diagramas de caminhos no software AMOS (versão 24) [4].
Participaram do estudo 384 idosos atendidos e cadastrados nas unidades básicas de saúde (UBS)
da cidade de Maringá-PR até o ano de 2017, sendo 241(62.8%) mulheres e 143(37.2%) homens,
com média de idade de 70.9 ± 7.64 anos. Em sua maioria, os participantes eram casados ou em
união estável (61, 2%), residiam com familiares (86, 2%), possúıam entre 1 e 4 anos de estudo
(50, 5%) e renda pessoal de até um salário mı́nimo (48, 9%).
A amostra apresentou tamanho adequado para a análise fatorial e adequabilidade do ajuste
do modelo, avaliada por meio do ı́ndice de Kaiser-Meyer-Olkin (KMO = 0.92), foi excelente.
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Assim, por meio da Análise fatorial exploratória (AFE), com rotação Varimax, reteve-se três
fatores, os quais explicam ao menos 5% da estrutura de variância e covariância dos dados e são
bastante próximos aos retidos por Ragheb e Beard (1982). O primeiro fator foi operacionali-
zado pelos itens 13 a 24, explicando 34.60% da variabilidade total dos dados e foi interpretado
como sendo o domı́nio “Sentimento em relação ao lazer (sentimento)”. O segundo fator explica
7, 25% da variabilidade total dos dados sendo este operacionalizado pelos 12 primeiros itens do
instrumento e interpretado como o domı́nio “Pontos de vista e crenças sobre o lazer (crenças)”.
Por fim, o terceiro fator foi operacionalizado pelos itens 26, 28, 29, 34 e 35 explicando 6.10% da
variabilidade total, o qual foi interpretado como sendo o domı́nio “Intenções de realizar ativida-
des de lazer (intenções)”.
O modelo que busca explicar a relação entre os fatores sentimento, crenças e intenções apresen-
tou correlações positivas entre os três fatores. Destes, sentimento e crença possui uma maior
correlação quando comparada com as demais, indicando que quanto mais o indiv́ıduo acredita
nos benef́ıcios das atividades de lazer, melhor ele se sentirá ao praticá-la. Os ı́ndices �2/gl, CFI,
GFI, RMSEA e p � value (H0 : rmsea  0.05), mostram que o modelo proposto tem ajuste
aceitável [5], sendo um entre alguns posśıveis modelos que podem explicar as inter-relações entre
Sentimento em relação ao lazer, Pontos de vista e crenças sobre o lazer e as Intenções de realizar
atividades de lazer.

Palavras-chave: Modelagem de Equações Estruturais, Análise Fatorial Confirmatória, Va-
lidação de Construto, Lazer de Idosos.
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RESUMO 

Sistemas de transferência de calor são utilizados em muitas indústrias, quer seja para 
aquecer ou resfriar fluidos que serão utilizados nos mais diferentes processos. Seu 
funcionamento baseia-se no princípio da existência de um gradiente de temperatura que age 
como força motriz desta transferência térmica [2].  O custo associado a um processo de 
transferência térmica geralmente é elevado, fato que justifica a importância do controle preciso 
de cada variável a fim de obter-se a maior eficiência do processo [7].  

O planejamento experimental é o subcampo da estatística preocupado com a otimização 
da informação em investigações [4]. A metodologia do planejamento composto central 
rotacional (DCCR) consiste em um grupo de procedimentos, estatísticos e matemáticos, que 
podem ser usados no estudo das inter-relações entre uma ou mais respostas (variáveis 
dependentes) com fatores (variáveis independentes) e seus respectivos níveis [1]. A aplicação 
deste conjunto de técnicas permite a realização de um número reduzido de ensaios com 
informações que permitem chegar à otimização do processo, além dos cálculos de erro e 
determinação dos resíduos envolvidos nos testes[5].  

Neste trabalho utilizou-se um trocador de calor de placas paralelas com sentido dos 
fluidos contracorrente. Foram admitidas como variáveis independentes temperatura de entrada 
do fluido quente (Tqent), vazão do fluido quente (Qq) e vazão do fluido frio (Qf) e como 
resposta a quantidade de calor média trocada (qm) e eficiência (Ef%) utilizando as relações 
apresentadas no livro Transferência de Calor: Um texto básico - Ozisik [6], sendo medido nos 
ensaios a temperatura de entrada do fluido frio (Tfent), as temperaturas de saída do fluido 
quente (Tqsai) e do fluido frio (Tfsai). O DCCR totalizou 23 ensaios com realização de 
triplicata no ponto central e valor de α = ±1,68. Os níveis estudados de cada variável -1 e + 1 
foram 40 e 60 K; 2,4 e 6,4 L/min, e 2,4 e 6,4 L/min para Tqent, Qq e Qf, respectivamente. 

 Foram determinados os coeficientes de regressão para a resposta de interesse do 
processo e realizou-se a análise de variância (ANOVA) a um nível de significância de 5%. Os 
dados experimentais foram ajustados num modelo polinomial (Eq. 1), considerando os 
componentes lineares e de interação que apresentam efeito significativo sobre a resposta [3]. 

                                (Eq1) 
Os modelos estatísticos de regressão obtidos para qm e Ef são apresentados nas 

equações 2 e 3, respectivamente. 
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qm = 3710 + 1048Qq – 251Qq² + 665Qf – 194Qf² + 1393Tqent + 376QqQf + 
443QqTqent + 205 QfTqent 
 

(Eq2) 

Ef% = 0,624 + 0,111Qq - 0,031Qq² - 0,149 Qf + 0,017Qf² + 0,010Tq + 0,011 QqQf (Eq3) 

 

Figura 1: diagrama de Pareto dos efeitos das variáveis temperatura do fluido quente 
(Tqent), vazão do fluido quente (Qq) e vazão do fluido frio (Qf) sobre qm (a) e Ef% (b). 

O uso do planejamento experimental composto central rotacional permitiu a obtenção 
de informações relevantes sobre o sistema de troca térmica usando trocador a placas paralelas. 
Com um número reduzido de ensaios foi possível à obtenção de modelos estatísticos 
quadráticos que podem ser usados para predizer respostas com valores diferentes daqueles 
testados experimentalmente. A análise de dados por meio de um software estatístico também foi 
de extrema importância para o tratamento dos dados, trazendo confiabilidade para o estudo além 
de permitir conclusões rápidas e eficientes. 
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RESUMO

A equação telegráfica reativa difusiva, que pode modelar alguns processos de invasão biológica,
eventualmente é dada sob a forma [2]:

⌧
@2S

@t2
+

✓
1 � ⌧

dF (S)

dS

◆
@S

@t
= D

@2S

@x2
+ F (S) (1)

onde S = S(x, t) é a densidade populacional ao longo do espaço unidimensional x no tempo t.
O termo D é chamado de coeficiente de difusão e ⌧ é uma constante de retardo temporal. Neste
trabalho considera-se o modelo exponencial, escrito como F (S) = kS, cuja constante k exprime
o crescimento de densidade.

Ainda que a equação (1) tenha solução anaĺıtica para o modelo exponencial, submetida a
condições iniciais e de contorno, a abordagem numérica computacional para se obter as soluções
se faz importante, pois quando utilizados os modelos Loǵıstico ou Allee a equação não tem ainda
solução anaĺıtica.

O código computacional desenvolvido parte da hipótese de que a discretização do domı́nio
unidimensional x é como o mostrado na Figura 1. Nesta figura os pontos discretos são rotulados

Figura 1: Domı́nio computacional

e enumerados por xi com i = 1, ..., ni, o termo Si com i = 0, ..., ni é centrado no intervalo
discreto. Nos pontos S0 e Sni são aplicadas as condições de contorno, e para os demais pontos
(i = 1, ..., ni� 1) é calculada a equação diferencial parcial para cada lapso temporal �t, a partir
do estado inicial t = 0.

Para a discretização da equação (1), aplicando-se o método das diferenças finitas [1], resulta
que

Sk+1
i =

✓
1

Ci + ⌧ C̃i

◆ h
Ci�1S

k+1
i�1 + Ci+1S

k+1
i+1 + b̃ + ⌧b

i
(2)
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onde os ı́ndices superiores k, k + 1 designam momentos temporais, e

Ci = 1
�t + 2D

�x2 , eCi = 1
�t2 �

1
�t

dF
dS

��k+1

i
,

Ci�1 = D/�x2, Ci+1 = D/�x2,

eb = F k+1
i + 1

�tS
k
i , b̄ =

h
2

�t2 �
1

�t
dF
dS

��k+1

i

i
Sk

i �
1

�t2 Sk�1
i .

Ressalta-se que o conjunto de equações algébricas não lineares (2) é localmente linear no ńıvel
iterativo k + 1. É justamente deste fato que surge a nomenclatura quase linear. Desta forma
a análise numérica, com o modelo exponencial, permite a validação do método. A validação
corrobora com o desenvolvimento de estudos futuros, em especial para os modelos Loǵıstico e
efeito Allee.
Palavras-chave: Equação telegráfica, método quase linear, invasão biológica
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RESUMO: Esse trabalho descreve uma combinação de métodos de discretização e linearização 
para a realização de simulações numéricas com um problema não-linear de advecção-difusão. 
 
Palavras-chave: Métodos Numéricos, Elementos Finitos, Petrov-Galerkin 
 

1. Introdução 
O transporte e o armazenamento de petróleo têm um risco significativo de vazamentos 

acidentais com grandes consequências. Tal risco torna-se maior em zonas costeiras e 
especialmente indesejável em regiões onde indústrias petroquímicas coexistam com atividades 
pesqueiras e/ou turísticas. 

Acidentes deste tipo têm ocorrido ao longo do tempo com grandes consequências. 
Assim, o planejamento de políticas de prevenção e minimização dos efeitos de tais vazamentos 
constitui um dos desafios da comunidade científica, sendo o conhecimento do movimento e da 
área atingida por essas manchas de petróleo após um vazamento, parte das informações 
necessárias para a decisão das ações a serem tomadas. 

Segundo Fay [2], a evolução do processo se divide em três fases. Inicialmente, o regime 
dominante é o gravitacional-inercial que dura por volta de uma hora ou mais, dependendo do 
óleo, e se caracteriza pelo fato dele ainda não ter se misturado à água. Em seguida, temos o 
regime gravitacional-viscoso no qual o deslocamento da mancha se deve principalmente aos 
efeitos combinados dos ventos e correntes marítimas, durando por volta de duas semanas, 
dependendo do volume do derrame. Finalmente, ocorre o regime dominado pela viscosidade e 
pela tensão superficial, em que a mancha já não pode ser vista a olho nu, estando o petróleo 
totalmente misturado com a água e podendo durar meses. 

Segundo Benqué [1], a fase representada pelo regime gravitacional-viscoso pode ser 
descrita por uma equação não-linear de advecção-difusão, juntamente com condições iniciais e 
de contorno adequadas. Este modelo será apresentado a seguir. 
 

2. Modelagem 

           (1) 

                   (2) 

                                            (3) 

             (4) 
 

onde  tem sua fronteira dividida em duas partes: , 

, ;  é o vetor 
unitário normal à fronteira do domínio;  u representa a altura da mancha medida em relação ao 

nível da água;   é uma fonte de poluentes;  é um vetor que combina os efeitos de arrasto dos 
ventos, correntes e marés, enquanto  c é um coeficiente utilizado para modificar a intensidade da 
difusão e para mudar o caráter da equação. 
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3. Metodologia 

Existem várias possibilidades de combinação entre métodos de linearização e 
discretização, no espaço e no tempo, para o problema apresentado. Optamos por discretizar o 
tempo por diferenças finitas e o espaço via elementos finitos. A linearização foi feita de forma 
simples, aproveitando a discretização da variável temporal e o fato de que 

: 

,           (5) 

aproximação para ,  é passo local no tempo. 
 Do ponto de vista teórico, a equação (1) apresenta caráter parabólico ou hiperbólico, 
dependendo de sua própria solução. Isso se deve à não-linearidade do termo de difusão que 
pode variar de um valor estritamente positivo para zero e vice-versa, dependendo do valor da 
solução. Em tais regiões, não conhecidas a priori, transições rápidas da solução podem ocorrer, 
levando ao aparecimento de oscilações espúrias na aproximação numérica. Para contornar esse 
problema, a discretização espacial de (5) foi feita através de um método do tipo Petrov-

Galerkin, isto é, um método de elementos finitos que usa funções-teste do tipo , 
com  escolhida localmente e dependente da relação entre a difusão e a advecção em cada 
elemento.  
 

4. Resultados e Conclusões 
Simulamos, inicialmente, num cenário com solução exata conhecida: 

 e condição inicial 
dada por 

. 

 
Tempo t=0,5 t=1 t=1,5 t=2 t=2,5 t=3 

Erro Absoluto 0,00266 0,00278 0,00282 0,00287 0,00349 0,00455 
 

Tabela 1: Erro absoluto entre as soluções exata e aproximada 
 

 Ressaltamos que algoritmo não apresentou as oscilações indesejáveis presentes em 
soluções via métodos de elementos finitos na forma padrão. Além disso, a solução computada 
teve boa concordância com a solução exata do problema, nesse cenário de simulação, como 
podemos observar pelos dados da Tabela 1.  
 Após realizar várias outras simulações, em diversos cenários possíveis, pretendemos 
passar a situações mais reais, levando em consideração o cálculo do escoamento incompressível 

para a obtenção do campo de velocidades , por intermédio das equações de Navier-Stokes. A 
partir disso, o escoamento da água deixará de ser dado, passando a ser uma das incógnitas do 
problema, que agora passará a ser um sistema contendo as equações de Navier-Stokes 
juntamente com a equação não-linear de advecção-difusão, que governa o espalhamento 
propriamente. 
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RESUMO 

 
     O presente estudo teve por objetivo investigar a oscilação no nível de água da Lagoa Mirim 
(LM) durante eventos extremos de vento, visando dar suporte a tomada de decisões frente a 
futuras operações de dragagens na região. Para isso, foi  utilizado o modelo hidrodinâmico 
TELEMAC-2D. A simulação percorreu um período de cinco anos (2000-2004), e o domínio 
computacional foi forçado pelas descargas dos principais rios e pela ação dos ventos.  

O modelo TELEMAC-2D resolve as equações de Saint-Venant para escoamentos em 
superfície livre aceitando a hipótese de equilíbrio hidrostático. Além disso, o mesmo considera a 
evolução da superfície livre em função do tempo e utiliza as equações de advecção-difusão para 
o transporte das concentrações dos traçadores (salinidade, temperatura ou sedimentos em 
suspensão) [1]. A turbulência foi parametrizada com o modelo k-ε, que resolve as equações de 
transporte e dissipação da energia cinemática turbulenta. Esse modelo é amplamente usado em 
lagoas costeiras e na plataforma continental sul do Brasil [2] [3] [4]. 

Para investigar a variabilidade do padrão de circulação da LM causada por ventos, então, 
foram identificados cinco eventos extremos de ventos (I, II, II, IV e V). Essa escolha foi feita, 
de acordo com a magnitude e direção do vento que gerou impacto na elevação da superfície de 
água da LM. Os cenários foram identificados em diferentes estações do ano durante o período 
simulado, demonstrando que a região possui alta variabilidade sazonal do vento. A validação do 
modelo hidrodinâmico, foi feita através da comparação entre séries temporais de níveis medido 
e o resultado da modelagem. Essa comparação resultou em uma boa concordância (coeficiente 
de correlação de Pearson > 0.83),  desse modo, os resultados mostram que o modelo 
hidrodinâmico é bem sucedido em representar a variabilidade temporal do nível da água.  

Os resultados mostram que em média o nível de água é cerca de 0.10 m maior na região sul 
da LM em comparação com o norte, esta configuração é uma consequência da predominância 
de ventos do quadrante nordeste, que represa a água proveniente dos rios, criando uma altura de 
água superior na parte sul da lagoa.  Por outro lado, durante eventos extremos esse padrão pode 
se inverter em consequência da configuração adotada pelo vento, como observado nos eventos I, 
II, III e IV,  onde os ventos eram predominantemente de sudoeste, sul e sudeste, desse modo  
provocaram variações na superfície da água da LM de -1 m na parte sul e até +1 m na parte 
norte. Já durante o evento V, o vento era de nordeste e causou uma elevação de 0.5 m da parte 
sul em relação ao norte. 

A utilização de modelagem numérica se mostrou eficaz para fornecer uma melhor 
compreensão da circulação em lagoas costeiras de águas rasas, bem como fornecer importantes 
compreensões ambientais sobre eventos extremos para implementação de futuras operações de 
dragagem na LM. 
 
Palavras-chave: Modelagem Hidrodinâmica, Circulação, Eventos extremos de vento 
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RESUMO

Com aplicações em diversas áreas, as equações diferenciais parciais são objeto de estudo de
inúmeras pesquisas, pois permitem, através de seu uso, a criação de modelos matemáticos hábeis
para descrever de forma realista, muitos fenômenos biológicos, físicos, econômicos, etc. Tais
modelos matemáticos são testados através da simulação computacional, que permite analisar,
de forma quantitativa, os dados obtidos através da comparação entre a simulação e o sistema o
qual desejou-se modelar. Para tal, o domínio em estudo deve ser discretizado através da criação
de uma malha refinada de pontos, de modo satisfatório a garantir uma boa aproximação dos
resultados simulados, obtendo um comportamento semelhante ou igual ao esperado.

Neste trabalho temos como objetivo o estudo de equações parabólicas, que são equações de
evolução e modelam fenômenos que evoluem de modo irreversível, com o tempo, e tendo assim,
uma das variáveis com um caráter temporal que a distingue das demais. Esse aspecto serve de
motivação para o estudo do caso bidimensional, onde usaremos a variável x com sentido espacial e
t como variável evolutiva. Buscamos aqui obter soluções utilizando o método de diferenças finitas
(MDF), discretizando o domínio e substituindo as derivadas presentes na equação diferencial por
aproximações que envolvem somente valores numéricos da função.

O modelo fundamental das equações parabólicas é a equação dada por

ut � a(x, t)uxx = r(x, t), (1)

Para esse trabalho, consideraremos a condição inicial:

u(x, t) =  (x),

sujeito às condições de fronteira:

u(0, t) = f(t),
u(L, t) = g(t),

onde a(x, t) > 0 e constante, x 2 [0, L] e t 2 [0, T ] e r(x, t) = 0. Para as aproximações numéricas
utilizaremos os métodos Explícito e Implícito fazendo um comparativo entre ambos. Além disso,
apresentaremos a respectiva análise de Estabilidade, Erro de Truncamento Local e Erro Global
para o problema em questão.

Palavras-chave: Equações Diferenciais Parciais, Equações Parabólicas, Diferenças Finitas
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RESUMO

O objetivo desse trabalho é apresentar o modelo SEIR estocástico e realizar sua imple-
mentação em Python, esse modelo consiste em uma adaptação do modelo SEIR apresentado em
[1]. Em trabalhos futuros, o mesmo será usado para realizar inferências sobre a propagação de
informação em diversas redes sociais e fazer comparações com outros modelos conhecidos.

O processo de transmissão de doenças numa epidemia tem sido modelado por ferramentas
matemáticas determińısticas e probabiĺısticas. Em 1927, Kermack e McKendrick criaram o
modelo SIR para o estudo de doenças infecciosas, que descreve a população total (N) dividida
em suscet́ıveis (S), infectados (I) e recuperados (R).

A analogia existente entre o processo de disseminação de uma doença contagiosa e o de
propagação de uma informação oferece a possibilidade de descreve-las por modelos matemáticos
semelhantes. Nesse sentido, em [3] foi usada uma versão simplificada do modelo SIR, consistindo
em um sistema com duas EDOs, para descrever a propagação de informação em mı́dias sociais.

Seguindo a mesma ideia, em [1] foi introduzido o modelo SEIR (determińıstico), também
baseado no modelo SIR, para descrever a propagação boca-a-boca de informação no Flickr (site
de compartilhamento de imagens). O comportamento dinâmico do processo de transmissão se
dá com uma população total (N), dividida em suscet́ıveis (S), expostos (E), infectados (I) e
recuperados (R) com taxas de contato: ↵ (probabilidade de um usuário suscet́ıvel, com pelo
menos um amigo infectado, ser exposto ao conteúdo), � (probabilidade de que um usuário
exposto marcar uma foto e tornar-se infectado. Os usuários expostos têm probabilidade 1 � �
para passar para o estado recuperado) e � (probabilidade de um usuário remover uma foto
infectada de sua lista de favoritos, ficando recuperado). O modelo consiste em um sistema de
quatro equações de diferenças para as grandezas envolvidas.

No modelo SEIR estocástico, desenvolvido nesse trabalho aplicando as técnicas descritas em
[2], a dinâmica desses grupos da população total é descrita como uma cadeia de Markov de
ordem 1. As probabilidades das transições entre esses grupos é dada por:

8
>>>>><

>>>>>:

P ((St+�t, Et+�t, It+�t) � (St, Et, It) = (�1, 1, 0)) = ↵
StIt

N
�t + o(�t),

P ((St+�t, Et+�t, It+�t) � (St, Et, It) = (0, �1, 1)) = ��Et�t + o(�t),

P ((St+�t, Et+�t, It+�t) � (St, Et, It) = (0, �1, 0)) = (1 � �)�Et�t + o(�t),

P ((St+�t, Et+�t, It+�t) � (St, Et, It) = (0, 0, �1)) = �It�t + o(�t),

(1)

onde St, Et, It representam a quantidade de indiv́ıduos suscet́ıveis, expostos e infectados no
tempo t. Esse modelo coincide com o SEIR determińıstico apresentado em [1] quando fazemos
�t = 1, � = 1 e desprezamos as flutuações aleatórias.
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Para ilustrar a dinâmica do modelo SEIR estocástico foi desenvolvido um código em lingua-
gem Python usando algoritmos clássicos para a simulação de processos aleatórios [4]. A figura
1 mostra o resultado de 5 simulações da propagação de uma foto, considerando uma população
total (N) igual a 5.000 usuários e os parâmetros do modelo como ↵ = � = 0, 2 (representa 20%
de chance de um usuário marcar uma foto como favorita), � = 0 e � = 1. O resultado da nossa
simulação nos mostra que a população de suscet́ıveis e infectados, não sofrem grandes alterações
depois de aproximadamente 200 dias.

Figura 1: Resultados das simulações usando o modelo SEIR estocástico

Palavras-chave: Propagação de informação, Modelo SEIR, Modelagem estocástica

Referências

[1] M. Cha, F. Benevenuto, Y-Y Ahn, K.P. Gummadi, Delayed information cascades in Flickr:
Measurement, analysis, and modeling, Computer Networks, 56 (2012), 1066-1076.

[2] P.E. Greenwood and L.F. Gordillo, Stochastic epidemic modeling, em “Mathematical and
statistical estimation approaches in epidemiology”(G. Chowell, J.M. Hyman, L.M.A. Bet-
tencourt e C. Castillo-Chavez, eds.) pp. 31–52. Springer, Dordrecht, 2009..
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RESUMO 
 

O câncer é uma doença caracterizada pelo crescimento desordenado de células que invadem os 
órgãos e tecidos. Tal proliferação anormal das células provoca a formação de uma massa 
celular, que é denominada tumor e que pode evoluir de modo rápido e agressivo (neoplasia). 
Um diagnóstico precoce permite a detecção e acompanhamento da atividade de tumores 
malignos, possibilitando, assim, um melhor tratamento e possivelmente uma maior taxa de 
sobrevida dos pacientes. Baseado nisso, o objetivo desta pesquisa é o estudo de equações 
diferenciais aplicadas à modelagem do crescimento de tumores sólidos, se direcionando mais 
especificamente, à Equação de Gompertz [1]. A metodologia constou na simulação 
computacional da Equação de Gompertz utilizando-se do software MATLAB. Para tal, os 
parâmetros iniciais utilizados foram retirados da bibliografia consultada [2] [3], o que 
possibilitou a comparação entre os dados obtidos e os já publicados na literatura. Após a 
simulação dos sistemas tumorais, houve o arcabouço para propor a inserção de fatores na 
equação, os quais representam o modelo matemático, de modo a descrever os tratamentos 
quimioterápico [4] e radioterápico aplicados à equação, bem como a análise dos efeitos desses. 
Nesse sentido, simulou-se a aplicação destes fatores na equação e fez-se a comparação gráfica 
da evolução tumoral sem os mesmos. Mediante a análise dos resultados obtidos, conclui-se que 
a Equação de Gompertz oferece uma base sólida para a modelagem de sistemas tumorais, além 
de que a inserção de fatores de tratamento pode, de fato, auxiliar no retardamento da evolução 
patológica. 

 
Palavras-chave: Câncer, Equação de Gompertz, Simulação computacional, Tratamento. 
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RESUMO 
 

A necessidade de realizar tarefas de forma ótima e no menor tempo possível vem 
acompanhando a evolução dos processos tecnológicos, tornando, cada vez mais, necessário 
trabalhar com Problemas de Otimização Combinatória (POC). Um exemplo de POC é o Problema 
do Caixeiro Viajante (PCV), o qual foi o tema escolhido para a fundamentação do presente 
trabalho. 

O PCV é considerado um Problema de Otimização Combinatória[1] e, devido à sua 
importância em implicações práticas, os estudos sobre os algoritmos, para resolver tal problema, 
iniciaram-se muito cedo. Algoritmos Genéticos (AGs) foram utilizados, pela primeira vez, por 
Goldberg e Grefenstette, em 1985, para resolver o PCV[3, 6]. 

O objetivo em resolver o PCV é encontrar o caminho mais curto entre uma cidade e outra, 
dentre uma determinada lista de cidades, onde o caixeiro viajante visita as cidades apenas uma 
vez, e depois retorna para a cidade inicial. Esse problema, computacionalmente, é considerado 
NP-hard[7, 2], também conhecido como NP-complexo. 

O PCV é muito utilizado como modelo em encaminhamento de veículos[9], problemas de 
programação[4], problemas de mapeamento físico[5], entre outros. 

Para resolver o PCV, utiliza-se AGs, que possuem um diferencial com relação aos demais 
algoritmos. 

AGs fazem parte da classe dos Algoritmos Evolutivos (AEs), que geram soluções para 
problemas de otimização, através de técnicas inspiradas na evolução natural, como herança, 
mutação, seleção[8]. 

Como metodologia, utilizou-se a análise de literaturas e bibliografias, com o intuito de definir 
relações entre o tema escolhido e possíveis soluções já encontradas; o desenvolvimento de um 
robô, que demonstra na prática a solução para o PCV; a utilização de AGs para que o robô percorra 
caminhos escolhidos pelo usuário e a análise dos resultados obtidos, a fim de concluir o quão 
satisfatória fora a pesquisa. O desenvolvimento do trabalho encontra-se na fase de estudo da 
literatura e planejamento. 

Para solucionar o PCV, o robô será programado com, no mínimo, três algoritmos que 
percorrerão as rotas, identificando o menor custo possível, de tempo e distância. Para que isso 
ocorra, o robô identificará, através de marcos visuais, pontos coloridos, em uma base 
quadrangular de madeira. O robô calculará a distância entre um ponto e outro e guardará a 
informação de cada distância, para posterior cálculo de tempo e distância mínimos. 

Como o robô estará em uma área desconhecida, ele será informado sobre cada marco visual, 
através de um sensor de cor. Então o robô armazenará as cores para que consiga identificar a 
distância de uma cor à outra.  

Após o aprendizado das cores e distâncias, o robô irá partir do seu ponto de saída, perfazendo 
o menor trajeto possível, na menor distância, percorrendo todos os pontos coloridos, sem passar 
duas vezes pelo mesmo ponto e então retornará ao seu ponto de saída. 

A utilização do robô para demonstrar os percursos a serem seguidos, com soluções ótimas ou 
quase ótimas, foi uma opção devido à eficácia determinada pela precisão dos seus sensores, bem 
como a inteligência nas estratégias de planejamento de caminhos. 
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RESUMO

O constante aumento na demanda por energia tem impulsionado a busca por melhorias na
transmissão da rede elétrica, garantindo assim o desenvolvimento de ferramentas que façam uso
otimizado dos recursos energéticos e financeiros dispońıveis. A fim de selecionar de maneira
ótima os diversos parâmetros que compõem a rede elétrica, um modelo amplamente utilizado é
o de fluxo de potência ótimo (FPO). Nesse trabalho, temos como objetivo estudar problemas de
otimização oriundos do planejamento de despacho de potência em um operador de sistema de
distribuição (Distribution System Operator(DSO)) [4,5]. Sendo tais problemas modelados em
termos de equações de fluxo de potência, podemos descrever o sistema elétrico como um conjunto
de n barras interligadas, por onde uma potência complexa, descrita na forma S = P + jQ, é
transmitida. Entre cada uma das barras há uma admitância y(i, k) associada, às quais, em
conjunto, geram uma matriz de admitância Y (n, n). A matriz de admitância, para fins de
cálculo, é normalmente separada em uma matriz G(n, n), que contém a parte real, e uma matriz
B(n, n), a qual possui a parte complexa de Y .

Figura 1: Sistema elétrico composto por 5 barras

Considerando o estado operativo da rede em regime permanente senoidal, a modelagem
matemática é feita a fim de contabilizar a potência complexa em cada um dos elementos que
compõem o sistema, além do fasor de tensão em cada uma das n barras. Conforme apresentado
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na referência [4], o seguinte modelo não linear é gerado:

Pi(V, �) = Vi

NX

k=1

Vk(Gik cos(�i � �k) + Bik sin(�i � �k)) (1)

Qi(V, �) = Vi

NX

k=1

Vk(Gik sin(�i � �k) � Bik cos(�i � �k)) (2)

As equações de potência fazem parte das restrições do modelo de programação não linear a ser
resolvido, que calcula valores de injeção de potência, em barras predeterminadas, e cuja função
objetivo buscar minimização das perdas e a redução de custos. O modelo foi implementado
utilizando a linguagem de programação JULIA e a biblioteca JuMP [2]. Ela foi escolhida por
ser uma linguagem open-source de alto ńıvel, o que garante uma participação muito efetiva da
comunidade cient́ıfica, constantes melhorias e alta performance computacional.

O trabalho é a primeira etapa de um projeto que visa integrar as ferramentas de FPO no
contexto de Smart Grids[1,3].

Palavras-chave: Fluxo Ótimo de Potência, Otimização, Sistema Elétrico.
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RESUMO

Existe uma relação muito forte com a forma geométrica das moléculas orgânicas e suas
funções em organismos vivos [1]. Sabe-se que uma das estruturas principais da vida é constrúıda
com os aminoácidos que formam as protéınas. Logo, para conhecer a estrutura geométrica dessas
moléculas, é preciso estudar a sua geometria [2]. Existe uma ferramenta muito importante
para quem trabalha nesta área: um repositório online contendo dados de todas as protéınas
catalogadas chamado Worldwide Protein Data Bank (ou wwPDB).

O problema de encontrar as posições dos átomos de uma molécula, tendo como entradas
algumas distâncias entre átomos próximos (obtidas através de experimentos de Ressonância
Magnética Nuclear [3]), é conhecido na literatura como Molecular Distance Geometry Problem
(MDGP), que é uma particularização do Distance Geometry Problem (DGP) [4]. Tal problema,
munido de uma ordem conveniente para percorrer seus átomos (dada pelo Discretization Vertex
Order Problem, ou simplesmente, DVOP), pode ser discretizado, gerando o Discretizable MDGP
(DMDGP), como segue formalmente definido [5].

Discretizable Molecular Distance Geometry Problem (DMDGP): Dados um grafo
ponderado e não-direcionado G = (V, E, d), onde d : E �! R+, o subconjunto de vértices
U0 = {v1, v2, v3} e uma relação de ordem total em V que satisfaz a seguinte relação de axiomas:

1. G[U0] é um clique em três vértices (iniciando a configuração);

2. para todo vértice vi com posto i = ⇢(vi) > 3 nesta ordem, G[Ui] é uma clique com quatro
vértices (ordem de discretização, dada anteriormente) e

3. para cada vértice vi, com posto i = ⇢(vi) > 3, juntamente com {vi�3, vi�2, vi�1}, vale a
desigualdade

di�3,i�1 < di�3,i�2 + di�2,i�1, (Desigualdade Triangular Estrita)

encontre uma imersão x : V �! R3 tal que valha kx(vi) � x(vj)k = di,j , 8{vi, vj} 2 E.

Note que, para ser posśıvel estudar o problema acima, precisamos encontrar uma ordem
conveniente nos vértices a partir de algumas informações sobre a geometria da molécula, dadas
a priori. Nos interessa aqui, de fato, devido sua periodicidade, a existência de uma subestrutura
nas protéınas chamada Cadeia Principal, que possui uma geometria rica e bem conhecida [1].
Através de dados experimentais de cristalografia, sabe-se sobre a geometria média dessa subes-
trutura [6], onde os comprimentos e ângulos entre as ligações dos átomos que a formam são
fixas, na média, a menos de erros de medida. Tendo posse de tais informações, pode-se percor-
rer os átomos da molécula através da Cadeia Principal, repetindo os que possuem propriedades
conhecidas, afim de fazer valer os três axiomas do DMDGP. Isto foi feito em [5] propondo o
hand-crafted vertex order, conforme esboça a Figura 1 (extráıda do texto original).
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Isto é, neste trabalho, buscou-se estudar
a geometria de distâncias aplicada a geome-
tria molecular, visando produzir realizações
válidas das posições geométricas dos átomos
em uma molécula de protéına. Para o pro-
jeto, criou-se um programa para facilitar as
simulações do problema, que aceita como en-
trada instâncias de protéınas do wwPDB e
retorna um arquivo com a instância reorde-
nada (ordenação hc) obtendo a discretização
do problema. Figura 1: A ordenação hc.

A ordem no DMDGP garante a finitude do conjunto solução do problema e, além disso,
organiza o espaço onde devemos fazer a busca por uma solução. Na verdade, a ordem induz
uma estrutura de árvore binária no espaço de busca [7]. De fato, sempre temos duas possi-
bilidades para posicionar o ângulo de torção para o próximo átomo da molécula [4]. Devido
a esta estrutura, criou-se o algoŕıtimo Branch-&-Prune (BP), que consiste em uma estratégia
numérica recursiva que resolve o DMDGP eficientemente utilizando uma busca combinatória
no espaço de busca de soluções, onde realiza-se vértice por vértice do sistema, seguindo a or-
dem dada, “podando” todo sub-conjunto solução do sistema que não esteja de acordo com as
informações pré-estabelecidas. Desde que ele foi publicado, tem se verificado tanto sua be-
leza matemática, quanto a sua eficiência numérica-computacional para resolver problemas em
Geometria de Distâncias.

Por fim, simulou-se computacionalmente, neste trabalho, o algoritmo BP para solução do
DMDGP com as instâncias ordenadas (utilizando da ordenação hc), geradas a partir do wwPDB.

Palavras-chave: DMDGP, Geometria de Distâncias, Otimização.
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Resumo: Neste trabalho apresentamos uma aplicação do método de Tartar das funções teste
oscilantes, o qual propõe homogeneizar empregando funções teste que variam rapidamente na
formulação variacional do problema estudado, de maneira que ao tender o parâmetro geométrico
" para zero, toda a formulação contenha termos que convirgam para um limite num certo sentido
(forte ou fraco). A aplicação do método de Tartar é descrita para um problema da condução do
calor linear, do qual se deduzem expressões para o fluxo de calor efetivo, a condutividade térmica
efetiva e a capacidade caloŕıfica efetiva.

Palavras-chave: Homogeneização, Método das Funções Teste Oscilantes, Convergência de
Sequências de Operadores

1 Introdução

Geralmente, os fenômenos f́ısicos associados às propriedades de meios micro-heterogêneos ocor-
rem na “microescala”. Assume-se que o comprimento caracteŕıstico l desta escala “microscópica”
(aquela em que ocorre a heterogeneidade) é muito maior que aquele da escala molecular, mas
muito menor que o comprimento L caracteŕıstico da escala macroscópica, l ⌧ L. Em tais
situações, dizemos que o meio heterogêneo apresenta separação das escalas estruturais (caracte-
rizada pelo parâmetro geométrico " = l/L, 0 < " ⌧ 1), suas propriedades apresentam variação
rápida com relação a posição e que cumpre a hipótese do cont́ınuo, ou seja, ele pode ser visto como
um cont́ınuo na escala microscópica e, portanto propriedades efetivas podem lhe ser atribúıdas
[9]. Mais precisamente, a hipótese de homogeneidade equivalente estabelece que, na macroes-
cala, o meio heterogêneo é fisicamente equivalente a certo meio homogêneo ideal, de maneira
que as propriedades efetivas do primeiro são as propriedades constantes do segundo. Assim,
ao processo de obtenção do comportamento efetivo do meio micro-heterogêneo dá-se o nome de
“homogeneização”. Sob as hipóteses de separação de escalas e do cont́ınuo, podemos especificar
dois usos da homogeneização: a obtenção de uma boa aproximação da solução do problema
original e a obtenção do comportamento efetivo do meio heterogêneo. Neste trabalho enfoca-se
o segundo uso, ou seja, obter grandezas que caracterizam o comportamento macroscópico do
meio heterogêneo: as propriedades f́ısicas efetivas. Para entender este processo num sentido
matemático, precisamos entender o que é convergência de operadores. Para isso, considere uma
sequência de equações da forma

A"u" = f (1)
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com uma única solução u" pertencente à algum espaço de função X. Para uma sequência de
operadores A", obtemos uma sequência correspondente de soluções u" para estas equações. Se
olharmos de um ângulo diferente, isto significa que temos uma sequência de operadores A" que
determina uma sequência de funções u" tal que a mesma imagem f é obtida. Se a sequência
{u"

} tende para um limite u0
2 X, ou seja, se

u"
! u0 (2)

em algum sentido razoável, pode-se questionar se existe um operador A0 que produza a mesma
imagem f desta função limite u0, ou seja, se para algum A0

A0u0 = f. (3)

Se este é o caso com o mesmo A0 para qualquer f definida, A0 poderia ser visto como o limite
de {A"

} em relação a capacidade de transformar funções em X, isto é, no sentido de operadores.
Ao pesquisar a equação do limite resolvida pela função limite u0, temos que lidar com dois
problemas. A primeira é encontrar suposições sob as quais existe um limite A0, com propriedades
tais que (3) tenha uma solução única. A segunda dificuldade é a da determinação de A0, e tem
sido estudada principalmente para problemas periódicos. Entende-se por meio periódico, aquele
no qual a heterogeneidade pode ser reproduzida mediante a replicação periódica de um elemento
recorrente, chamado de célula básica. Aplicaremos o método de funções teste oscilantes, o
qual foi desenvolvido por Luc Tartar [7]. Em suma, a partir da formulação variacional de (1)
complementada por condições de contorno e iniciais

a"(u", v) = F (v), 8v 2 D(⌦), (4)

obtemos uma forma variacional limite, quando " ! 0,

a0(u0, v) = F (v), 8v 2 D(⌦). (5)

Porém o estudo do limite (4) só é posśıvel graças a um problema auxiliar, o qual tem como
solução funções oscilantes. Uma vez que as soluções oscilantes compõem a função teste v em (4)
o limite (5) é obtido.

2 Formulação do problema e descrição do método

Para ilustrar o método, iremos homogeneizar um problema para uma equação parabólica que
modela a condução do calor em um meio microperiódico caracterizado pelo parâmetro geométrico
": 8

><

>:

c
⇣x

"

⌘ @u"

@t
� rx ·

⇣
A

⇣x

"

⌘
rxu"

⌘
= f(t, x), t 2 (0, T ), x 2 ⌦ ⇢ RN ,

u"(x, 0) = u0(x), x 2 ⌦,
u"(x, t) = 0, t 2 (0, T ), x 2 @⌦,

(6)

onde ⌦ é um aberto conexo, Y = [0, 1]N é a célula básica na variável local y = x/", u0 2 L2(⌦),
c(y) 2 L2

#(Y ), |Y | = 1, é a capacidade caloŕıfica, x é a posição, t é o tempo, u" é a temperatura,

A(y) = (aij(y))1i,jN (aij 2 L1
# (Y )) é a condutividade térmica e f 2 L2((0, T ) ⇥ ⌦) é a fonte

de calor. A é um componente condutor Y -periódico, não necessariamente isotrópico e que é
limitado e definido positivo, isto é, existem duas constantes positivas 0 < ↵  � < +1 tais
que, para qualquer vetor ⇠ 2 RN e em qualquer ponto y 2 Y , ↵|⇠|2  A(y)⇠ · ⇠  �|⇠|2, e c(y) é
uma função Y -periódica, positiva e limitada, 0 < c�

 c(y)  c+ < +1 8y 2 Y . Observe que o
problema (6) admite uma única solução u" no espaço L1(0, T ; L2(⌦)) \ W , onde

W =

⇢
v | v 2 L2(0, T ; H1

0 (⌦)),
@v

@t
2 L2(0, T ; H�1(⌦))

�
(7)
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é um espaço de Banach com respeito à norma

kvkW = kvkL2(0,T ;H1
0 (⌦)) +

����
@v

@t

����
L2(0,T ;H�1(⌦))

, (8)

e que satisfaz a estimativa [2]

ku"
kL1(0,T ;L2(⌦)) + ku"

kW  C
⇥
ku0kL2(⌦) + kfkL2((0,T )⇥⌦)

⇤
. (9)

Isto significa que a sequência {u"
}, indexada por uma sequência " convergente a 0, é limitada, na

norma do espaço L2(0, T ; H1
0 (⌦)). Portanto, existe uma subsequência fracamente convergente

para algum u0(t, x) 2 L2(0, T ; H1
0 (⌦)), que não depende do parâmetro geométrico ". Assim

nosso objetivo é encontrar a equação homogeneizada que u0 satisfaz.
Em suma, o principal objetivo do método é conhecer o limite, quando " ! 0, da formulação

variacional do problema (6), isto é, de

�

Z T

0

Z

⌦


c
⇣x

"

⌘
u"(t, x)

@�

@t
� A

⇣x

"

⌘
rxu"

· rx� + f(x, t)�(t, x)

�
dxdt = 0 (10)

para toda �(t, x) 2 D((0, T ) ⇥ ⌦). Infelizmente, o lado esquerdo de (10) envolve o produto de
duas sequências que convergem fracamente, o qual não converge para o produto dos limites.
Portanto, não podemos passar ao limite em (10) sem argumentos adicionais. Para contornar
isto, se constrói certas funções teste que permitem estudar o limite de (10).

Uma vez que a sequência {u"
} é limitada na norma de L2(0, T ; H1

0 (⌦)), pela aplicação do
teorema de Rellich-Kondrachov [3], existem uma subsequência (denotada como "k), um u0(t, x) 2

L2(0, T ; H1
0 (⌦)) e um �0(t, x) 2 L2((0, T ) ⇥ ⌦), tais que

8
<

:

u"k * u0 fracamente em L2(0, T ; H1
0 (⌦)),

u"k ! u0 fortemente em L2((0, T ) ⇥ ⌦),
�"(t, x) ⌘ A"(x)rxu"(t, x) * �0(t, x) fracamente em L2((0, T ) ⇥ ⌦).

(11)

Defina
!"

j (x) = "!j

⇣x

"

⌘
= xj � "�j

⇣x

"

⌘
(12)

onde !j = yj � �j(y) e �j(y) 2 W#(Y ) é solução do problema local adjunto

⇢
�ry ·

�
At(y) (ej + ry�j(y))

�
= 0, y 2 Y,

�j(y), Y � periódica,
(13)

em que

W#(Y ) =

⇢
v 2 H1

#(Y ) : MY (v) =
1

|Y |

Z

Y
vdy = 0

�
. (14)

Teorema 1. Seja f "(x) = f (x/") uma função Y -periódica em L2(Y ). Então quando " ! 0
f "(x) * 1

|Y |
R
Y f(y)dy, fracamente em L2(⌦).

Pelo Teorema 1 sabemos que

!"
j * xj fracamente em L2(⌦) (15)

e por (12)

rx!"
j = ej � ry�j

⇣x

"

⌘
(16)

em que ry!j é Y -periódica, uma vez que �j é Y -periódica. Logo, pelo Teorema 1

ry!j

⇣x

"

⌘
* M(ej � ry�j(y)) = ej � M(ry�j(y)) = ej fracamente em L2(⌦). (17)
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Consequentemente, temos as seguintes convergências:

⇢
!"

j * xj fracamente em H1(⌦),
!"

j ! xj fortemente em L2(⌦),
(18)

onde usamos o Teorema de Rellich-Kondrachov novamente. Agora introduzimos o vetor

⌘"
j (x) = At

⇣x

"

⌘
rx!"

j (x) = At
⇣x

"

⌘
ry!j

⇣x

"

⌘
. (19)

Uma vez que At é Y -periódica, At
�

x
"

�
ry!j

�
x
"

�
é Y -periódica também. Logo, pelo Teorema 1

segue

⌘"
j (x) *

Z

Y
At(y)ry!j(y)dy =

Z

Y
At(y)(ej � ry�j)dy fracamente em (L2(⌦))N . (20)

Provemos agora que ⌘"
j satisfaz

Z

⌦
⌘"

j · rxvdx = 0, v 2 H1
0 (⌦). (21)

Para fazer isso, considere ' 2 D(⌦) e defina '"(y) = '("y), em quase todo RN . Obviamente '"

pertence a D(RN ). Assim, tem-se
Z

RN
At(y)ry!j(y)ry'

"(y)dy = 0. (22)

Fazendo uma mudança de variável x = "y segue que
Z

⌦
At

⇣x

"

⌘
ry!

⇣x

"

⌘
ry'

⇣x

"

⌘
dy = 0, 8' 2 D(⌦), (23)

desde que supp' ⇢ ⌦. Uma vez que H1
0 (⌦) é o fecho de D(⌦), segue (21). Considere '1 2 D(⌦),

'2 2 D(0, T ), '2(0) = 0, '(T ) = 1 e escolha � = '1(x)'2(t)!"
j como função teste em (10) e

'1'2u" como função teste em (21). Temos respectivamente,

Z T

0

Z

⌦
�"(t, x) · rx!"

j'1'2dxdt +

Z T

0

Z

⌦
�"(t, x) · !"

jrx'1'2dxdt (24)

=

Z T

0

Z

⌦


c
⇣x

"

⌘
u"'1

@'2

@t
!"

j + f'1'2!
"
j

�
dxdt +

Z

⌦
u0'1!

"
jdx, 8'1 2 D(⌦), '2 2 D(0, T ),

Z T

0

Z

⌦
⌘"

j · '2rx'1u
"dxdt +

Z T

0

Z

⌦
⌘"

j · '1'2rxu"dxdt = 0, 8'1 2 D(⌦), '2 2 D(0, T ). (25)

Por definição, tem-se

�"
· rx!"

j = A"
rxu"

· rx!"
j = At"

r!"
j · rxu" = ⌘"

j · rxu". (26)

Portanto, ao subtrair (25) de (24) obtemos

Z T

0

Z

⌦
�"(t, x) · !"

jrx'1'2dxdt �

Z T

0

Z

⌦
⌘"

j · '2rx'1u
"dxdt �

Z

⌦
u0'1!

"
jdx (27)

=

Z T

0

Z

⌦


c
⇣x

"

⌘
u"'1

@'2

@t
!"

j + f'1'2!
"
j

�
dxdt, 8'1 2 D(⌦), '2 2 D(0, T ).

Passando " ! 0, obtém-se em cada termo de (27)

lim
"!0

Z T

0

Z

⌦
�"(t, x) · !"

jrx'1'2dxdt =

Z T

0

Z

⌦
�0(t, x) · xjrx'1'2dxdt, (28)
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lim
"!0

Z T

0

Z

⌦
⌘"

j · '2rx'1u
"dxdt =

Z T

0

Z

⌦

Z

Y
At(y)(ej � ry�j) · '2rx'1u

0dydxdt, (29)

lim
"!0

Z T

0

Z

⌦
c
⇣x

"

⌘
u"'1

@'2

@t
!"

jdxdt =

Z T

0

Z

⌦

Z

Y
c (y) u0'1

@'2

@t
xjdydxdt, (30)

lim
"!0

Z T

0

Z

⌦
f'1'2!

"
jdxdt =

Z T

0

Z

⌦
f'1'2xjdxdt, (31)

lim
"!0

Z

⌦
u0'1!

"dx =

Z

⌦
u0'1xjdx. (32)

Isto é,

Z T

0

Z

⌦

⇥
�0(t, x) · xjrx'1'2 � A⇤

j · '2rx'1u
0
⇤
dxdt =

Z T

0

Z

⌦
c⇤u0'1

d'2

dt
xj + f'1'2xjdxdt

+

Z

⌦
u0'1xjdx, (33)

que pode ser reescrita na forma

Z T

0

Z

⌦
�0(t, x) · rx(xj'1'2)dxdt �

Z T

0

Z

⌦
�0(t, x) · ej'1'2dxdt

�

Z T

0

Z

⌦
A⇤

j · '2rx'1u
0dxdt =

Z T

0

Z

⌦
c⇤u0'1

d'2

dt
xj + f'1'2xjdxdt +

Z

⌦
u0'1xjdx, (34)

8'1 2 D(⌦), '2 2 D(0, T ) onde

A⇤ = (A⇤
j )1jN =

✓Z

Y
At(y)(ej + ry�j)dy

◆

1jN

e c⇤ =

Z

Y
c(y)dy. (35)

Para a função teste � = xj'1(x)'2(t) temos

Z T

0

Z

⌦
�0(t, x) · rx(xj'1'2)dxdt =

Z T

0

Z

⌦
c⇤u0'1

d'2

dt
xj + f'1'2xjdxdt +

Z

⌦
u0'1xjdx. (36)

Substituindo (36) em (34) segue que

Z T

0

Z

⌦
c⇤u0'1

d'2

dt
xj + f'1'2xjdxdt �

Z T

0

Z

⌦
�0(t, x) · ej'1'2dxdt

�

Z T

0

Z

⌦
A⇤

j · '2rx'1u
0dxdt =

Z T

0

Z

⌦
c⇤u0'1

d'2

dt
xj + f'1'2xjdxdt, (37)

e, portanto,

Z T

0

Z

⌦
�0(t, x) · ej'1'2dxdt = �

Z T

0

Z

⌦
A⇤

j · '2rx'1u
0dxdt =

Z T

0

Z

⌦
A⇤

j · rxu0'2'1dxdt. (38)

Disso, segue
�0(t, x) · ej = A⇤

j · rxu0 = A⇤ej · rxu0 = At⇤
rxu0

· ej (39)

e portanto
�0(t, x) = At⇤

rxu0. (40)

Pela densidade das funções suaves de H1
0 (⌦) e H1(0, T ), a equação (33) é válida para toda

função teste �1 2 D(⌦) e �2 2 D(0, T ). Uma vez que At⇤ e c⇤ são limitadas e definidas positivas

[2], ↵|⇠|2  At⇤(y)⇠ · ⇠ 
�2

↵ |⇠|2, c�
 c⇤

 c+, garante-se que (33) admite uma única solução
em L1(0, T ; L2(⌦)) \ W e isso prova que qualquer subsequência de {u"

}, e não somente uma
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subsequência, converge para a solução homogeneizada u0
2 L1(0, T ; L2(⌦)) \ W. Portanto o

problema limite quando " ! 0 de (6) é

c⇤ @u0

@t
� rx · (At⇤

rxu0) = f(t, x) (41)

e sua única solução u0 é o limite de toda subsequência de u", ou seja, u"
! u0, quando " ! 0.

Observe que nesta abordagem, se utiliza da equação (25) para anular os termos envolvendo
funções fracamente convergentes e assim fornecer o fluxo efetivo. Uma abordagem alternativa
utilizada por Allaire [1], para obter a equação homogeneizada diretamente, foi utilizando a
função teste '(t, x) + "rx'(t, x) · �

�
x
"

�
em que � é solução de (13). Este método também

pode ser usado para posśıveis problemas monótonos não-lineares [6]. No entanto, neste caso, o
procedimento de subtrair os dois problemas com a escolha transversal das funções de teste, a fim
de poder passar para o limite, não é aplicável. Isso significa que é necessário ter uma maneira
alternativa de lidar com o processo de limite na configuração mais geral. A chave para isso é a
chamada compacidade compensada, que foi introduzida pela primeira vez por Murat [5] e Tartar
[8]. A compacidade compensada permite, em certo sentido, obter a convergência dos produtos
de duas sequências u" e v" ao produto dos respectivos limites, sem que nenhuma das sequências
seja fortemente convergente. Em vez disso, propriedades de convergência adequadas podem ser
impostas às derivadas em ambas as sequências. Um protótipo de compactação compensada é o
resultado, conhecido como o lema divergência-rotacional (div-curl lemma) [7].

3 Considerações Finais

Neste trabalho, mostramos como homogenizar a equação do calor, através do método das funções
teste oscilantes, considerando uma capacidade caloŕıfica e um tensor de condutividade, não
necessariamente isotrópico, que variam rapidamente com relação à posição. Apontamos uma
abordagem alternativa, mais direta, para obtenção do comportamento efetivo usando uma função
teste espećıfica. Graças à preservação das propriedades de At⇤ (limitada e definida positiva),
se garante a existência de uma única solução para o problema homogenizado e assim que toda
a sequência {u"

} converge para única solução u0. Uma vez que o problema homogeneizado
apresenta coeficientes constantes, obter uma solução para ele torna-se mais simples, comparado
ao problema original. Além disso, é posśıvel mostrar que ku"

� u0
kL2(0,T ;H1

0 (⌦)) = O("), ou seja,

que a solução homogeneizada é uma boa aproximação da solução exata [4].
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Resumo:
No presente trabalho, investigamos a estabilidade assintótica de atratores caóticos sincronizados
relacionados a um modelo metapopulacional discreto de uma única espécie. Refinando os resul-
tados em [1], estabelecemos critérios para a solução do problema inverso de obter uma matriz de
conectividade entre os śıtios de forma que a estabilidade do atrator no espaço de fase do sistema
seja prescrita. Tais resultados podem ser relacionados ao estudo da viabilidade da construção
de corredores de conservação.
Palavras-chave: Sincronização, metapopulação, números de Lyapunov

1 Introdução

O interesse crescente da comunidade cient́ıfica em torno da extinção das espécies e perda de
biodiversidade, tem levado a diversos estudos sobre os efeitos da migração em redes de populações
espacialmente estruturadas [2, 11, 16]. De fato, estudos recentes [9, 12] indicam que a migração
de indiv́ıduos entre habitats pode contribuir favoravelmente para a persistência populacional e
para a diversidade genética e biológica das espécies. Dessa forma, a viabilidade da construção de
rotas migratórias apropriadas (corredores de conservação) conectando habitats outrora isolados
é de interesse fundamental para conservacionistas. No entanto, conforme destacado em [5, 12], a
arquitetura desses corredores deve ser pensada com cautela, pois uma maior conectividade entre
os śıtios pode levar à ocorrência de densidades populacionais locais de baixa densidade flutuando
próximas ao estado sincronizado, o que por sua vez, aumenta as chances de extinção global. Isso
ocorre porque oscilações śıncronas reduzem a possibilidade de ocorrência do denominado “efeito
resgate”, que é a recolonização de um śıtio por imigrantes de outros śıtios [8, 12].

Neste trabalho, abordamos um modelo metapopulacional discreto de uma única espécie
e N śıtios conectados por processos migratórios [7, 15]. Considerando o caso de migração
independente da densidade, analisamos a viabilidade de estabelecer conexões entre os śıtios de
forma que órbitas caóticas sincronizadas tenham um comportamento prescrito de estabilidade.
Estabelecemos critérios, baseados nos números de Lyapunov, para a existência de uma matriz
de conectividade apropriada, de forma a favorecer a sincronia ou a assincronia das populações
locais. Para isso, um problema inverso de autovalores para matrizes simétricas e duplamente
estocásticas deve ser analisado, nas linhas da investigação em [10, 1]. Conforme discussão prévia,
essa análise é importante para o design de corredores de conservação, uma vez que a estabilidade
de atratores caóticos sincronizados no espaço de fase do sistema torna a metapopulação mais
suscet́ıvel à sincronização das populações locais, aumentando o risco de extinção [13, 16, 15].

Ao longo do trabalho, MN denota o conjunto das matrizes duplamente estocásticas, simétricas,
irredut́ıveis, não-negativas, com diagonal nula e de ordem N .
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2 Modelo

Consideremos uma coleção de śıtios enumerados por 1, 2, . . . , N , os quais são fragmentos de
habitat que possuem recursos necessários à reprodução e à sobrevivência das populações que
o habitam. Denotamos por xt

j a densidade populacional no śıtio j, no tempo t. Na ausência

de migração entre os śıtios admitimos que a dinâmica local é descrita por xt+1
j = f(xt

j), j =

1, 2, . . . , N , t 2 Z+, sendo f : R ! R de classe C1+& , 0 < & < 1, uma função que incorpora
processos de reprodução e sobrevivência em cada śıtio. Os śıtios estão conectados por processos
migratórios e supomos que a dispersão de indiv́ıduos de um determinado śıtio para outros śıtios
ocorre em cada geração após o processo de dinâmica local. Mais precisamente, a cada geração,
uma fração µji de indiv́ıduos do śıtio i migra para o śıtio j, em um processo de curta duração, de
forma que podemos supor que não há morte de ind́ıviduos quando em migração. Neste trabalho
vamos admitir que µji = cjiµ, sendo 0 < µ  1 a fração de indiv́ıduos que migra em cada śıtio e
0  cji  1, cii = 0, a proporção dos indiv́ıduos que migram do śıtio i e chegam no śıtio j. Com
isso, o sistema que descreve a dinâmica dessa rede de populações é dado por

xt+1
j = (1 � µ)f(xt

j) +
NX

i=1

cjiµf(xt
i), t 2 Z+, j 2 {1, 2, . . . , N}. (1)

Note que, no modelo acima, cjiµ xt
i representa a quantidade de indiv́ıduos que deixam o śıtio i

e movem-se para o śıtio j no tempo t. Assim, os dois primeiros termos à direita da equação (1)
representam a quantidade de indiv́ıduos que permanece no śıtio j após o processo de migração, e
o segundo termo representa a quantidade de indiv́ıduos provenientes dos śıtios vizinhos ao śıtio
j. Nesse trabalho vamos considerar a hipótese técnica de que C = [cij ] 2 MN . Note que essa
hipótese é consistente com o fato de que o processo de migração é 100% bem sucedido, uma vez

que nesse caso devemos ter
NX

j=1

cji = 1. Vamos denotar por F : RN
! RN o mapa global do

sistema (1).
Dizemos que uma solução (xt

i)1iN,t2Z+ do sistema (1) é sincronizada se xt
i ⌘ xt

s verifica-se,
para todo i = 1, 2, ..., N e cada t 2 Z+. Soluções sincronizadas assumem valores no subespaço
unidimensional

S = span{v}, v = (1, 1, . . . , 1)T
N , (2)

do espaço de fase do sistema. É importante observar que a hipótese de que C 2 MN é uma
condição suficiente para a invariância do subespaço S com relação a F e, em particular, para a
existência de soluções sincronizadas [14, 7].

3 Análise de estabilidade

Nessa seção nos referimos a vários conceitos de sistemas dinâmicos, como noções de atrator
assintoticamente estável, sela caótica e estabilidade no sentido de Lyapunov; referimos o leitor
a [3, 6] para detalhes.

Vamos admitir que F|S tem um atrator assintoticamente estável ⌦. Queremos analisar o
seguinte problema: sob que condições ⌦ é um atrator assintoticamente estável para F? Isso
significa que queremos avaliar se a base de atração de ⌦ com relação a F contém um subcon-
junto aberto U do RN , de forma que ⌦ ⇢ U . Em outras palavras, se para condições iniciais
suficientemente próximas a ⌦, mas não necessariamente em S, a órbita correspondente é atráıda
para ⌦. Do ponto de vista biológico, essa questão é fundamental para a quantificação do que
Earn et al. [5] denominaram de coerência espacial da metapopulação: uma medida sintética do
quão suscetivel o sistema é à sincronização. Mais precisamente, a coerência espacial quantifica
a propensão de órbitas que iniciam próximas ao estado sincronizado tem de se aproximarem
de S, ou seja, de se tornarem coerentes (sincronizadas). Quanto menor a coerência espacial o
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sistema é menos suscet́ıvel à extinção global, e o design de corredores de conservação deve levar
em consideração esse ingrediente [5, 12].

Para fazer essa análise vamos usar a teoria da estabilidade linear a qual consiste em linearizar
F em torno de um ponto x0

2 ⌦, isto é, dada uma perturbação ex0 de x0, escrever

ext+1
� xt+1

⇡ DF(xt)DF(xt�1) . . . DF(x0)�0 = DFt(x0)�0, t = 0, 1, 2, . . . (3)

sendo �0 = ex0 � x0. É bem conhecido o fato de que, pelo menos formalmente, pode-se avaliar
o quanto a órbita perturbada {ext

}t=0,1,2,... se “afasta”ou se “aproxima”da órbita sincronizada
{xt

}t=0,1,2,..., através da análise do fator DFt(x0) (ver [6]). Observamos que, sendo x = xv,
temos DF(x) = f 0(x)[IN � µB], em que B = IN � C. e que �0 = 0 é autovalor simples de
B tendo autoespaço associado precisamente igual a S [7]. Dessa forma, é natural [14, 3] anali-
sarmos o comportamento das componentes transversas a soluções sincronizadas introduzindo a
decomposição RN = S � S? e considerando uma base � do RN formada por v e N � 1 vetores
L.I. pertencentes a S? . Seja Q a matriz de mudança de base correspondente, então existe uma
matriz A de ordem (N � 1) ⇥ (N � 1) de forma que B = Q�1

BQ, sendo

B =

2

64
0 ... 0
...

0 A

3

75 . (4)

Como consequência, podemos escrever DF(x) = Q�1J(x)Q, sendo

J(x) = f 0(x)

2

6664

1 0 ... 0
0
... IN�1 � µA
0

3

7775
, t = 0, 1, 2, .... (5)

Isso significa que, se considerarmos a base �, perturbações paralelas à órbita {xt
}t=0,1,2,... são am-

plificadas/reduzidas através do fator
tY

i=0

f
0
(xi), enquanto que o comportamento de perturbações

transversais a essa órbita dependem do fator
tY

i=0

f
0
(xt�i)(IN�1 � µA). Isso motiva a seguinte

definição [3].

Definição 3.1. Considere x = xv 2 ⌦, então o número paralelo de Lyapunov em x é definido
como

L//(x) = lim
t!+1

tY

i=0

|f
0
(xi)|1/t, (6)

sendo x0 = x e xi+1 = f(xi), i 2 Z+. O número transversal de Lyapunov em x na direção
u 2 RN é dado por

L?(x,u) = lim
t!+1

�����

tY

i=0

f
0
(xt�i)(IN�1 � µA)u?

N�1

�����

1/t

, (7)

sendo [u]� = (0,u?
N�1)

T .

Vamos supor que o atrator ⌦ suporta uma medida invariante de probabilidade ⇢ que é
ergódica. Então, como consequência do Teorema de Oseledets [3], para ⇢-quase todo x 2 O, o
limite (6) existe e independe de x; para u 2 RN fixado e ⇢-quase todo x 2 O, o limite (7) existe
e independe de x; além disso (7) assume um dos valores

L1
?(⇢) < L2

?(⇢) < . . . < Ls
?(⇢),
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sendo 1  s  N � 1. É importante observar que os limites acima, embora independam de x,
dependem da medida ⇢, uma vez que atratores podem suportar mais de uma medida ergódica
[6]. Vamos definir

Lmax
? = sup

⇢
Ls

?(⇢), Lmin
? = inf

⇢
L1

?(⇢),

sendo o sup e o inf tomados sobre todas as medidas invariantes de probabilidade e ergódicas
com suporte em ⌦. Em [3] foi demonstrado que 0  Lmin

?  Lmax
? < 1 e também que:

Teorema 3.1. Se Lmax
? < 1, ⌦ é assintoticamente estável como um atrator em RN ; por outro

lado, se Lmax
? > 1, ⌦ é Lyapunov instável como atrator em RN . Caso tenhamos Lmin

? > 1, ⌦ é
uma sela caótica normalmente repelente.

4 Resultados Principais

Para investigar a existência da matriz de conectividade C de forma que o atrator ⌦ tem um
comportamento prescrito como atrator em RN , vamos utilizar os seguintes resultados técnicos,
os quais são adaptações daqueles demonstrados em [10].

Teorema 4.1. Dados reais ⌘1 � ⌘2 � . . . � ⌘N , para que exista C 2 MN de forma que
�(C) = {⌘1, ⌘2, . . . , ⌘N} é necessário que ⌘1 = 1, ⌘N � �1 e ⌘1+⌘2+. . .+⌘N � 0. Por outro lado,
uma condição suficiente para a existência de C, é que ⌘1 = 1 e {⌘2, . . . , ⌘N} ⇢ [�1/(N � 1), 1].

Proposição 4.1. Dado ⌘ 2 [�1, 1], existe C 2 MN tal que ⌘ 2 �(C).

Como estamos considerando o caso em que C é simétrica, então A dada em (4) é uma matriz
diagonal A = diag(�2, �3, . . . , �N ), sendo 0  �2  �3  . . .  �N  2 . Então temos o seguinte
resultado, cuja prova é imediata.

Teorema 4.2. São válidas as igualdades Ls
?(⇢) = L//(⇢)⇤ e L1

?(⇢) = L//(⇢)⇤, sendo

⇤ = max{|1 � µ�i|, �i 2 �(A)}, ⇤ = min{|1 � µ�i|, �i 2 �(A)}.

Note que ⇤, ⇤ dependem somente da topologia da rede. Como consequência do Teo-
rema acima vemos facilmente que Lmax

? = ⇤Lmax
// , e Lmin

? = ⇤Lmin
// com Lmax

// = sup⇢ L//(⇢),

Lmin
// = inf⇢ L//(⇢). Queremos discutir a seguinte questão: conhecendo Lmax

// e Lmin
// , os quais

não dependem da topologia da rede, existe uma matriz C 2 MN , de forma que ⌦ tenha um
comportamento de estabilidade prescrito como um atrator em RN? Essa questão é facilmente
respondida no caso em que Lmax

//  1. De fato, para toda matriz C 2 MN temos �(A) ⇢]0, 2] o

que implica em ⇤ < 1 e assim Lmax
? < 1. Conclúımos então que, nessa situação, para qualquer

matriz C 2 MN , ⌦ é assintoticamente estável como um atrator em RN . Isso reflete o fato
bem conhecido de que a migração independente da densidade não tem o efeito de desestabilizar
globalmente órbitas que são localmente estáveis [14]. No entanto, a questão é mais sutil quando
consideramos atratores locais com dependência senśıvel a condições iniciais. Para analisar esse
caso, vamos supor que Lmax

// > 1, ou seja, ⌦ é caótico como atrator em S. O seguinte Teorema

é um refinamento dos resultados estabelecidos em [1].

Teorema 4.3. Seja 0 < µ  1 e suponha que Lmax
// > 1. Então:

1. Existe C 2 MN de forma que ⌦ é Lyapunov instável como um atrator em RN .

2. Se
N

N � 1
>

1

µ

 
1 �

1

Lmax
//

!
, existe C 2 MN de forma que ⌦ é assintoticamente estável

como um atrator em RN .

Anais do I Encontro Regional de Matemática Aplicada e Computacional do Vale do Itajaí(ERMAC-2019), Blumenau-SC

Página 64
ISBN: 978-65-80460-31-1



3. Se
N

N � 1
<

1

µ

 
1 �

1

Lmax
//

!
, ⌦ é Lyapunov instável como um atrator em RN , seja qual

for C 2 MN .

4. Se Lmin
// > 1 e

N

N � 1
<

1

µ

 
1 �

1

Lmin
//

!
, existe C 2 MN de forma que ⌦ é uma sela

caótica normalmente repelente.

Demonstração. 1. Tome qualquer 0 < � < min

(
1

µ

 
1 �

1

Lmax
//

!
, 2

)
. Então, definindo ⌘ =

1 � �, vemos facilmente que �1 < ⌘ < 1. Logo, conforme Teorema 4.1, existe C 2 MN

tal que ⌘ 2 �(C). Pelo fato que

0 < � <
1

µ

 
1 �

1

Lmax
//

!
=)

1

Lmax
//

< 1 � µ� < 1,

o Teorema 4.2 implica que ⇤Lmax
// � |1 � µ�|Lmax

// > 1 e obtemos o resultado como
consequência do Teorema 3.1.

2. Considere quaisquer �2  �3  . . .  �N de forma que

1

µ

 
1 �

1

Lmax
//

!
< �k < min

(
1

µ

 
1 +

1

Lmax
//

!
,

N

N � 1

)
, k = 2, 3, . . . , N.

Então, definindo ⌘k = 1 � �k, vemos que ⌘2 � ⌘3 � . . . � ⌘N e que

1

µ

 
1 �

1

Lmax
//

!
< �k <

N

N � 1
=)

�1

N � 1
< ⌘k < 1

para cada k = 2, 3, . . . , N . Consequentemente, em vista do Teorema de forma que �(C) =
{1, ⌘2, . . . , ⌘N}. Como, para cada k = 2, 3, . . . , N , temos

1

µ

 
1 �

1

Lmax
//

!
< �k <

1

µ

 
1 +

1

Lmax
//

!
=)

�1

Lmax
//

< 1 � µ�k <
1

Lmax
//

,

então ⇤ <
1

Lmax
//

. Assim, o Teorema 4.2 assegura que Lmax
? < 1 e devido ao Teorema 3.1

obtemos o resultado desejado.

3. De acordo com o Teorema 4.1, dados quaisquer �1  �2  . . .  �N , uma condição
necessária para que uma matriz C 2 MN seja tal que �(C) = {1 � �1, 1 � �2, . . . , 1 � �N}

é que �1 = 0, �N  2 e que

1 + (1 � �1) + (1 � �2) + . . . + (1 � �N ) � 0.

Isso significa que deve ser válida a desigualdade �2 + . . . + �N  N, e, como consequência,

também (N � 1)�2  N . Então, supondo que
N

N � 1
<

1

µ

 
1 �

1

Lmax
//

!
, para toda C 2

MN , temos �2 <
1

µ

 
1 �

1

Lmax
//

!
, ou seja, 1 � µ�2 >

1

Lmax
//

. Isso implica que

⇤ � |1 � µ�2| >
1

Lmax
//

o que, por sua vez, nos permite concluir que Lmax
? > 1 e o resultado segue novamente pelo

Teorema 3.1.
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4. Considere quaisquer �2  �3  . . .  �N de forma que 0 < �k <
N

N � 1
. Isso significa

que, para todo k = 2, 3, . . . , N , ⌘k = 1 � �k satisfaz
�1

N � 1
< ⌘k < 1, ou seja, podemos

utilizar o Teorema 4.1 para garantir a existência de uma matriz C 2 MN tal que �(C) =
{1, ⌘2, . . . , ⌘N}. Como, para todo k = 2, 3, . . . , N ,

0 < �k <
N

N � 1
<

1

µ

 
1 �

1

Lmin
//

!
=)

1

Lmin
//

< 1 � µ�k < 1,

pelo Teorema 4.2 temos Lmin
? = ⇤Lmin

// > 1. Em vista do Teorema 3.1, conclúımos que ⌦
é uma sela caótica normalmente repelente.

Corolário 4.1. Suponha que Lmax
// > 1 e que

 
1 �

1

Lmax
//

!
< µ  1. Então, seja qual for

N 2 {2, 3, 4, . . .}, existe C 2 MN de forma que ⌦ é assintoticamente estável como um atrator
em RN .

Demonstração. De fato, nesse caso,
1

µ

 
1 �

1

Lmax
//

!
< 1 <

N

N � 1
e o resultado segue pelo Item

2 do Teorema 4.3.

5 Conclusão

Conforme destacado em [16], a dispersão em metapopulações tem efeito estabilizador, depen-
dendo de sua intensidade. Baixas taxas de migração entre populações que são localmente caóticas
induzem uma maior propensão a dinâmicas asśıncronas regulares do sistema acoplado [13], fato
que é corroborado por evidências experimentais [4, 12]. Tal cenário é importante para a per-
sistência das espécies envolvidas, uma vez que oscilações śıncronas caóticas podem favorecer
sua extinção enquanto que assincronia favorece a recolonização de populações extintas [5, 13].
Os resultados obtidos no Teorema 4.3 reforçam essa perspectiva, uma vez que, para Lmax

// > 1

fixado, o fator

 
1 �

1

Lmax
//

!
é amplificado por

1

µ
nas desigualdades dos Itens 2 e 3. Assim, se

a taxa de migração é baixa, ⌦ é Lyapunov instável como atrator em RN , independentemente
da forma como os śıtios são conectados. Nessas circunstâncias, órbitas t́ıpicas que correspon-
dem a densidades locais flutando próximas ao estado sincronizado não ficam arbitrariamente
próximas de S, em outras palavras, a metapopulação é menos suscet́ıvel às denominadas os-
cilações coerentes [5, 12]. Por outro lado, como ilustra o Corolário 4.1, no caso de altas taxas de
migração, independentemente do tamanho da rede, o sistema é suscet́ıvel a oscilações caóticas
śıncronas estáveis, dependendo da forma como ocorre o acoplamento. Isso vem ao encontro dos
resultados em [4, 5, 12], que predizem o aumento do risco de extinção em metapopulações com
altas taxas de migração. Para minimizar os riscos de extinção de populações distribúıdas em
habitats fragmentados, biológos tem concentrado esforços no design dos denominados corredo-
res de conservação [12]. Para que estes sejam efetivos, promovendo a persistência das espécies,
deve-se arquitetá-los de forma a se evitar ao máximo flutuações śıncronas caóticas [5]. Nesse
sentido, nossos resultados mostram que, no contexto do modelo apresentado, a construção de
tais corredores pode ser idealizada. De fato, sejam quais forem µ e N , podemos acoplar os śıtios
de acordo com uma determinada matriz C 2 MN que torna ⌦ Lyapunov instável (ou mesmo
uma sela caótica), ou seja, a assincronia é favorecida. Pretendemos futuramente analisar uma
questão de optimalidade: qual o valor de µ moderadamente grande de forma que o sistema possa
se beneficiar do processo migratório e, ao mesmo tempo, suficientemente pequeno de forma que
o risco de extinção seja minimizado.

Anais do I Encontro Regional de Matemática Aplicada e Computacional do Vale do Itajaí(ERMAC-2019), Blumenau-SC

Página 66
ISBN: 978-65-80460-31-1



Referências

[1] J. A. Barrionuevo and J. A. L. Silva, Stability and synchronism of certain coupled dynamical
systems, SIAM J. Math. Anal., 40 (2006) 939–951.

[2] Y. Ben-Zion, Y. Fried e N. M. Shnerb, Migration, coherence and persistence in a fragmented
landscape, Theor. Biol., 5 (2012) 481-493.

[3] J. Buescu, “Exotic Attractors: From Lyapunov Stability to Riddled Basins”, Birkhauser-
Verlag, Basel, 1997.

[4] S. Dey e A. Joshi, Stability via asynchrony in Drosophila Metapopulations with low migra-
tion rates, Science, 312 (2006) 434-436.

[5] D. J. D. Earn, S. A. Levin e P. Rohani, Coherence and Conservation, Science, 290 (2000)
1360-1364.

[6] J. P. Eckman e D. Ruelle, Ergodic theory of chaos and strange attractors, Reviews of
Modern Physics, 57 (1985) 617-656.

[7] F. T. Giordani, ”Migração Dependente da Densidade em Modelos Metapopulacionais”, Tese
de Doutorado, IM-UFRGS, 2008.

[8] M. Heino, V. Kaitala, E. Ranta e J. Lindström, Synchronous dynamics and rates of extinc-
tion in spatially structured populations, Proc. R. Soc. London B, 264 (1997) 481–486.

[9] M. Holyoak, Connectance and Connectivity, em “Encyclopedia of Ecology” (S. V. Jorgensen
e B. Fath, eds.) pp. 737-743, Elsevier, New York, 2008.

[10] S. Hwang e S. Pyo, The inverse eigenvalue problem for symmetric doubly stochastic matri-
ces, Linear Algebra and its Appl., 379 (2004) 77–83.

[11] R. A. Ims e N. G. Yoccoz, Studying Transfer Processes in Metapopulations: Emigration,
Migration and Colonization, em “Metapopulation Biology - Ecology, Genetics, and Evolu-
tion” (I.A. Hanski e M.E. Gilpin, eds.) pp. 247-264, Academic Press, San Diego, 1997.

[12] J. Molofsky e J. B. Ferdy, Extinction dynamics in experimental metapopulations, Proc.
Natl. Academy Sci., 102 (2005) 3726-3731.

[13] G. D. Ruxton, Low levels of immigration between chaotic populations can reduce system
extinction by inducing asynchronous regular cycles, Proc. R. Soc. London. B, 256 (1994)
189-193.

[14] J. A. L. Silva e F. T. Giordani, Density-dependent Migration and Synchronism in Metapo-
pulations, Bull. Math. Biol., 68 (2006) 451-465.

[15] J. A. L. Silva, J. A, Barrionuevo e F. T. Giordani, Synchronism in population networks with
non linear coupling, Nonlinear Analysis: Real World Applications, 11 (2010) 1005-1016.

[16] E. Tromeur, L. Rudolf e T. Gross, Impact of dispersal on the stability of metapopulations,
J. Theor. Biol., 392 (2016) 1-11.

Anais do I Encontro Regional de Matemática Aplicada e Computacional do Vale do Itajaí(ERMAC-2019), Blumenau-SC

Página 67
ISBN: 978-65-80460-31-1





Criação de bactérias mutantes in silico de S. agalactiae
h́ıbridas entre Oreochromis niloticus e Homo sapiens por meio
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Resumo: Os microrganismos são encontrados nos mais diversos reinos biológicos, possuindo
uma ampla distribuição nos locais mais distintos no planeta, sendo responsáveis por causar
diversos impactos ambientais e em diversos outros microrganismos. Um dos microrganismos de
elevado potencial biotecnológico e patogênico são as bactérias. O objetivo desse trabalho é gerar
bactérias artificiais mutantes h́ıbridas de humano com peixe da espécie Streptococcus agalactiae
por meio de algoritmo evolutivos, combinando os genes de bactérias encontradas em peixes e
humanos, e sua posterior classificação em uma máquina de inferência Fuzzy. Para auxiliar os
estudos analises comparativas entre os posśıveis perfis genômicos das bactérias, como classificá-
las e tratá-las de forma preventiva, evitar posśıveis surtos. A Inteligência Computacional em
conjunto com modelo de lógica Fuzzy foram muito úteis para auxiliar nas tomadas de decisões
e classificação dos diferentes perfis das bactérias mutantes.
Palavras-chave: Algoritmo Genético. Bactéria Hı́brida. Inteligência Computacional. Lógica
Fuzzy. Streptoccus Agalactiae.

1 Introdução

Os microrganismos podem ser classificados e observados em diferentes reinos biológicos,
sendo amplamente distribúıdos pela natureza. A alta diversidade de microrganismos contri-
bui para uma grande quantidade de informações que impulsionam estudos em diversas áreas
como: agŕıcola, medicinal e industrial [12]. Os microrganismos podem ser detectados nos lu-
gares mais hostis, afetando diretamente o padrão ambiental e outros organismos habitantes do
mesmo. Levando-se em consideração essas informações, e ao extrapolar para o conv́ıvio hu-
mano, é posśıvel apontar que tais caracteŕısticas possam refletir em impactos significativos na
economia, saúde e ambiente de forma positiva ou negativa [8].

Dentre os microrganismos mais estudados estão as bactérias. Elas são de grande importância
medicinal, biotecnológica, veterinária, ambiental e um dos mais antigos organismos da Terra,
com amostras localizadas em rochas de 3,8 milhões de anos [8]. Existem vários fatores que
tornam as bactérias bons modelos para diversos estudos genômicos como: conservação de funções
celulares em comum com organismos mais complexos, a possibilidade de se obter rapidamente
em meio de cultura adequado uma elevada quantidade de material biológico, e possui a vantagem
de ter um custo de desenvolvimento significativamente menor quando comparado a organismos
mais complexos [5], [8].

⇤edgarlaguiar@gmail.com
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Entre as inúmeras caracteŕısticas das bactérias, uma das mais importantes é a reprodução,
pois elas permite a geração de mutações, transferências de genes entre espécies, trocas e ganhos
de fatores de virulência e aquisição de novas resistências [8]. Os novos fatores de virulência e
resistência aumentam significativamente o risco para os hospedeiros, pois a cada nova resistência
adquirida, aumenta-se a necessidade de se desenvolver novos antibacterianos e bactericidas para
combatê-los, sendo que a cada dia, antigos fármacos se tornam menos eficazes e, assim, aumen-
tam o custo de pesquisas para se combater as novas resistências obtidas [11].

Tendo em vista as informações que são categoricamente discutidas pela literatura, nota-se
que os microrganismos, em especial as bactérias, despertam grande interesse em pesquisas di-
recionadas as áreas abordadas neste trabalho. O total de projetos de genoma depositados na
base de dados (BD) de Gold desde da sua criação, em 2007, o número de bactérias com genomas
depositados sempre foi maior que dos demais domı́nios. Em 2011, o BD armazenava aproxima-
damente 10 mil genomas bacterianos, e no ano de 2015, o valor chegou a aproximadamente 50
mil genomas, teve um salto significativo de valor em 2018 pra aproximadamente 140 mil [3].

Dentro do filo das Firmicutes encontra-se o gênero Streptococcus. Esse gênero atualmente
tem 121 espécies, 23 subespécies identificadas e, aproximadamente, 100 mil artigos relacionados
[7], [9]. Dentre as espécies mais estudadas, destaca-se a Streptococcus Agalactiae, uma bactéria
patogênica que afeta diversos hospedeiros.

Atualmente existem apenas por volta de 40 genomas completos de S. agalactiae depositados
no banco de dados públicos, tornando-se necessário um aumento significativo no número de
linhagens, pois esse valor baixo é um grande dificultador das análises comparativas . Outros fa-
tores complexos são: o custo elevado de sequenciamento com plataformas NGS (Next-Generation
Sequencing) e a elevada dificuldade técnica da montagem de genoma completo. Por tais motivos
é necessário desenvolvimento de novas abordagens in śılico para simular novas linhagens.

Neste trabalho, foi implementado um algoritmo bioevolutivo, de modo a criar computacio-
nalmente bactérias mutantes que contenham genes das S. agalactiae de isoladas de peixe e de
humano para futuras análises de transferência horizontal de genes [10]. Estas bactérias serão ge-
radas procurando serem mais fieis a realidade posśıvel considerando o perfil genômico da espécie
e sua probabilidade de sobrevivência e sua capacidade de adaptativa. Serão dados maiores pesos
aos genes de peixes originários da Ásia e genes de Humanos da América, pois o maior objetivo é
estudar e prevenir mutações de bactérias com caracteŕısticas destes peixes e com capacidade de
afetarem humano na América. Em seguida, será criada uma máquina de inferência Fuzzy onde
as bactérias serão classificadas considerando as informações obtidas pelo AG, e resultará em
uma nota para cada bactérias referente à sua probabilidade de sobrevivência e sua capacidade
de adaptação. Uma das formas de realizar essa classificação é por meio da utilização de Inte-
ligência Computacional (IC). Pois através de uma máquina IC desenvolvida em conjunto com
as especialistas Biomedicina e Medicina pela Santa Casa BH Ensino e Pesquisa, e Microbiologia
pela UFMG será posśıvel avaliar a eficiência da máquina Fuzzy, tal com as bactérias, auxiliando
na comparação e na análise dos resultados.

2 Algoritmo Genético

Observando a evolução tecnológica principalmente na inteligência artificial, fica claro que a
natureza serve como fonte de inspiração para os cientistas. Um dos exemplos mais difundidos é
a computação evolucionária, baseada no prinćıpio da evolução das espécies e na genética. Neste
contexto, existem algoritmos evolucionário, criados à partir das ideias de evolução dos indiv́ıduos
na natureza, inspiradas pelo Darwinismo e Lamarckismo. Os algoritmos de computação evolu-
tiva trabalham com um repertório (população) de soluções candidatas que interagem entre si e
competem pela permanência na população. A evolução é alcançada basicamente pelos processos
de reprodução dos indiv́ıduos com herança genética, variação em uma população de indiv́ıduos
(mutação, que ajuda a criar diversidade na população) e aplicação da ”seleção natural”para
produção da próxima geração, onde indiv́ıduos mais bem adaptados tem maiores chances de
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sobreviverem [6].
Segundo Goldberg e Holland(1988), um algoritmo genético (AG) é uma técnica de busca que

localizar uma sequência ótima, através do processamento de uma população de sequências inici-
alizadas aleatoriamente, usando técnicas inspiradas na biologia evolutiva, como hereditariedade,
mutação, seleção natural e Recombinação (Crossover) [4].
O primeiro passo do algoritmo genético é iniciar uma população de indiv́ıduos (que pode ser
feita de forma aleatória ou determinista), representando um conjunto de soluções candidatas
para o problema. Em seguida, a população é avaliada, de maneira que cada indiv́ıduo recebe
um valor de Aptidão (Fitness), indicando quão boa aquela solução é para o problema. Este valor
é utilizado para comparação entre os indiv́ıduos e auxilia na probabilidade dos indiv́ıduos com
maior aptidão para serem selecionados na próxima geração e gerar descendentes no cruzamento,
porém não descartando a possibilidade de indiv́ıduos menos adaptados também se reproduzirem
ou serem selecionados. Esta caracteŕıstica torna o processo de seleção probabiĺıstico, de acordo
com o valor de aptidão de cada indiv́ıduo [6].

3 Lógica Fuzzy

Ao descrevermos certos fenômenos ou caracteŕısticas relacionados ao mundo é comum a
utilização de graus que representam qualidades ou verdades parciais. Como exemplo, podemos
considerar o grupo ”pessoas altas”, e uma abordagem para caracterizar este grupo é dada de
maneira que os indiv́ıduos sejam considerados altos com mais ou menos intensidade, ou seja,
existem elementos que pertenceriam mais à classe dos altos que outros. Por consequência,
quanto menor (ou maior) for a medida da altura do indiv́ıduo, menor (ou maior) será seu grau
de pertinência a esta classe. Desse modo, podemos dizer que os indiv́ıduos pertencem à classe
das pessoas altas, com mais ou menos intensidade. Partindo deste tipo de questões, onde a
propriedade que define o conjunto é incerta, que surgiu a teoria dos conjuntos Fuzzy, que tem
crescido consideravelmente em nossos dias, tanto do ponto de vista teórico como nas aplicações
em diversas áreas de estudo como computação e matemática [2].

Na lógica Fuzzy a ambiguidade semântica da inteligência humana pode ser representada por
meio de variáveis lingúısticas e seus termos primários. Uma variável lingúıstica é uma enti-
dade utilizada para se representar de modo impreciso e, portanto, lingúıstico, um conceito ou
variável de um dado problema. Ela admite como valores as expressões lingúısticas (chamadas
de termos primários), em contraste com uma variável numérica que assume apenas valores pre-
cisos. Os termos primários de uma variável lingúıstica formam a sua estrutura de conhecimento.
Por exemplo, a variável lingúıstica ”Altura”poderia admitir os termos primários ”Muito alto”,
”razoavelmente baixo” [1].

A propriedade sintática adotada nos modelos Fuzzy de Mamdani define regras de produção
que possuem relações Fuzzy tanto em seus antecedentes quanto em seus consequentes [1]. Neste
modelo, o módulo de interface (entrada) recebe valores numéricos e os converte em conjuntos
Fuzzy equivalentes, ocorrendo uma conversão escalar ! Fuzzy (Fuzzificação). A máquina de
inferência então busca em seu banco de conhecimento e processa as regras disparadas pela
entrada, fazendo uma composição das mesmas. Então, o módulo de interface de sáıda recebe
um conjunto Fuzzy (processado anteriormente) para cada variável de sáıda e o converte em um
valor escalar correspondente, gerando sáıdas compat́ıveis com os sistemas externos [1].

4 Análise Comparativa Genômica

A análise comparativa genômica consiste em comparar e selecionar quais os genes que são
encontrados em determinadas linhagens do Cluster sobre uma determinada condição [13]. Essas
análises inicialmente podem ser realizadas pelos identificadores de genes, porém o mesmo gene é
anotado com diferentes termos em diversas linhagens tal fato dificulta uma análise comparativa
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por termos e ontologias. Foi necessário realizar alinhamento de sequencias locais entre os genes
de cada linhagem do Cluster para uma melhor curadoria, foi utilizado BlastN com os parâmetros
mı́nimo 90% identidade e 90% de cobertura.
Após obtenção das linhagens no formato gb↵ no Site do NCBI, as linhagens foram separadas
em diversos clusters gênicos separados por espécie, localização, sendo:
1� - Cluster Homo sapiens : análises Core, Parcial e Unique;
2� - Cluster Homo sapiens América X Homo sapiens Ásia: análises Core, Parcial e Unique;
3� - Cluster Oreochromis sp: análises Core, Parcial e Unique;
4� - Cluster Oreochromis sp América X Oreochromis sp Ásia: análises Core, Parcial e Unique;
5�- Cluster Homo sapiens X Oreochromis sp: análises Core, Parcial e Unique.

A análise comparativa do Core consiste em selecionar quais genes são encontradas em todas
as linhagens do cluster. Já a Parcial são todos os genes que existem em um determinado grupo
e não existem no outro e o Unique são os genes que existem exclusividade em um sub grupo
refinado de um determinado grupo. As sáıdas das análises comparativas foram usadas para as
etapas seguintes do trabalho.

5 Implementação do Algoritmo Genético

O algoritmo genético foi implementado em linguagem Java 6, na IDE NetBeans 8.0.2. Os
dados dos referentes ao genes foram obtidas no NCBI, após análises comparativas.

Todos os genes do Core Genoma foram definidos com peso 1 (pois são essenciais), os genes
do Parcial Core foram definidos com peso 2, os genes Exclusive de peixe América foi dado peso
1,5. Já para genes Exclusive de peixe da Ásia foi dado peso 3, pois são genes que tem maior
importância para este trabalho, uma vez que os peixes da Ásia afetando humanos da América
seriam o caso mais grave devido às diferentes possibilidades de mutações e o atual despreparo
para esta situação hipotética. Pelo mesmo motivo, os genes Exclusive de humano da América
possuem peso 3. Finalmente, aos genes Exclusive de humano da Ásia foi dado peso 2.
Para uma bactéria ser fact́ıvel, e mais fiel a uma posśıvel bactéria real, foi considerado que a
mesma deve ter tamanho entre 2000kb e 2400kb, deve possuir todo o core genoma do hospedeiro
(humano), além de possuir entre 40% e 60% do Parcial Core (peixe) e deve possuir entre 40%
e 70% do Unique Core.

Para a seleção e foi utilizada a roleta simples e ranking. O número de pareamentos para o
cruzamento foi definido como a metade do número de indiv́ıduos da população. Se a população
possui 100 bactérias, ocorrerão 50 pareamentos.

O crossover foi implementado considerando os genes Parcial e Unique das bactérias, uma
vez que o core genoma do hospedeiro deve estar totalmente presente na bactéria (sendo inclu-
sive critério de factibilidade), não fazendo sentido utilizar crossover neste grupo de genes. O
Crossover é realizado com 1 ponto de corte definido aleatoriamente para o Parcial Core e outro
para o Unique core da bactéria, podendo ser pontos diferentes.
Os parâmetros utilizados nas execuções do AG:

Tamanho da População: 250;
N. de Gerações: 400;
Taxa de Mutação: 0,3;
Taxa de Cruzamento: 0,8;
Critério de parada: Número máximo de gerações atingido.

6 Máquina de Inferência Fuzzy

As bactérias resultantes das execuções do algoritmo completo de AG foram classificas em
uma máquina Fuzzy de Mamdani. Este sistema possui três variáveis lingúısticas de entrada e
duas de sáıda. As variáveis lingúısticas de entrada são o tamanho da bactéria, sua pontuação
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(valor) de Parcial Core e sua pontuação (valor) de Unique Core. A entrada (tamanho) que
admite os termos primários pequeno, ideal e grande. Os três termos foram representados por
funções triangulares, sendo que o termo ideal abrange de 1800kb a 2600kb, possuindo pertinência
1 em 2200kb. As variáveis de entrada Score Parcial e Score Unique admitem os termos primários
baixo, médio e alto, todas sendo representadas por funções triangulares. Para estas variáveis,
quanto maior seu valor, melhor a bactéria.

As variáveis de sáıda foram adaptabilidade e probabilidade de sobrevivência. Ambas ad-
mitem os termos primários muito baixa, baixa, média, alta e muito alta. Procuramos então a
bactéria com a melhor adaptabilidade e melhor probabilidade de sobrevivência posśıvel. Os ter-
mos muito baixa e muito alta foram representados por funções trapezoidais, enquanto os termos
baixa, média e alta foram representados por funções triangulares. As partições Fuzzy de sáıda
admitem valores entre 0 e 1, indicando qual bactéria que possui melhor valor de adaptabilidade
e probabilidade de sobrevivência.

7 Resultados Obtidos

O AG foi executado 10 vezes em sequencia devido tempo de execução e a limitação com-
putacional da maquina utilizada. Após fim de cada execução foi selecionado a melhor bactéria
gerada(elitismo). Em seguida as caracteŕısticas de cada uma foram inseridas na máquina de
inferência Fuzzy, criada no Matlab, e as bactérias foram classificadas considerando sua adapta-
bilidade e probabilidade de sobrevivência.

Após a classificação das bactérias pela máquina Fuzzy, as especialistas Microbiologia e Me-
dicina também classificaram as bactérias considerando os mesmos fatores. Os resultados da
classificação pela máquina Fuzzy e pelo especialistas podem ser vistos na Tabela 1, onde é mos-
trado para cada uma das execuções o tamanho da bactéria, sua pontuação do Parcial Core,
pontuação do Unique Core, classificação de 0 a 1 referente à adaptabilidade da bactéria pela
máquina Fuzzy, classificação 0 a 1 referente à adaptabilidade da bactéria pela máquina Fuzzy,
classificação quanto adaptação e sobrevivência pelo especialista, respectivamente. Os resultados
demonstram que as bactérias geradas pelo AG possuem bons atributos tanto em adaptabilidade
quanto em probabilidade de sobrevivência, sendo bons padrões para um estudo aprofundado de
suas cargas genéticas e caracteŕısticas, além das consequências de sua existência. Isso fica eviden-
ciado ao perceber que todas as 10 bactérias alcançaram pontuação de mais de 60% para ambos
os atributos considerados tanto pela classificação da máquina Fuzzy quanto pelas especialistas.

Tabela 1: Resultado das classificações das bactérias pelas especialistas e Fuzzy

Nota Fuzzy Nota Fuzzy Nota Especial 1 Nota Especial 2
Exec. Tamanho Score P. Score U. Adapt. Sobreviv. Adapt. Sobreviv.

1 2395 3809 16,47 0,656 0,661 0,611 0,67
2 2397 3809 18,50 0,657 0,714 0,62 0,73
3 2400 3829 13,52 0,671 0,653 0,70 0,66
4 2397 3799 17,72 0,621 0,685 0,60 0,69
5 2400 3842 15,96 0,814 0,655 0,76 0,665
6 2399 3821 16,05 0,653 0,654 0,605 0,665
7 2399 3817 18,10 0,655 0,696 0,61 0,71
8 2398 3825 17,42 0,656 0,677 0,611 0,68
9 2398 3812 15,12 0,651 0,651 0,609 0,66
10 2400 3816 17,51 0,654 0,678 0,61 0,685

8 Conclusões

Aplicação da Máquina Fuzzy se mostrou muito útil para auxiliar na tomada de decisões e na
classificação do perfil das bactérias, pois através da mesma foi posśıvel condensar diversas regras,
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criar um classificador funcional e tornando replicável a outros microrganismos. Observarmos que
após execuções dos algoritmos foi posśıvel gerar mutantes h́ıbridos humano e peixe fact́ıveis que
tiveram bons resultados de adaptabilidade e sobrevivência.

As opiniões das especialistas na classificações das bactérias foram bem próxima da classi-
ficação realizada pela máquina Fuzzy, isso demonstra que a mesma está bem calibrada para esta
função. Dependendo do perfil desejado da bactéria e do objetivo, podem ser selecionadas dife-
rentes bactérias. Por exemplo no caso de melhor bactéria com maior capacidade de adaptativa
seria a bactéria 5 que possui valor de 0,814 de acordo com a máquina Fuzzy e 0,760 na opinião
do especialista. Já no caso de melhor bactéria com maior capacidade de sobrevivência seria a
bactéria 2 com valor de 0,714 atribúıdo pela máquina Fuzzy e 0,730 de acordo com o especialista.

Seria uma opção interessante para trabalhos futuros o desenvolvimento de outros algoritmos
e meta heuŕısticas para comparar os resultados e assim com uma obtenção de uma nova máquina
mais robusta pra melhores testes.
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Instituto de Matemática, Estat́ıstica e F́ısica, IMEF, FURG,

96203-900, Rio Grande, RG

E-mail: anagomes.mat@gmail.com, adrianocezaro@furg.br.

Resumo: Neste trabalho mostraremos que, para alguns parâmetros espećıficos e uma escolha
da ordem das derivadas feitos pelo método da exaustão, o modelo SIRC fracionário representa
mais fidedignamente dados reais de influenza A, obtidos do DATASUS-RS, quando comparado
com o modelo SIRC com derivadas ordinárias proposto por [1]. Para além de comparações,
provamos que o modelo SIRC fracionário proposto é bem posto no sentido de Hadamard e que
a sua solução pode ser estendida a toda a semirreta positiva.

Palavras-chave: Modelo Compartimental SIRC Fracionário, Boa Colocação, Comparação com
Dados Reais, Influenza A.

Introdução

A influenza é uma doença respiratória infecciosa de origem viral em que seu agravamento
pode levar ao óbito, especialmente nos indiv́ıduos que apresentam fatores ou condições de risco
para as complicações da infecção. Nas pessoas acima de 60 anos, por exemplo, destaca-se como
uma das principais causas de mortalidade e importante causa de morbidade, frequentemente
necessitando de hospitalização [5].

Tendo em vista a vastidão do grupo de risco da influenza, o fato de ser uma doença de fácil
contaminação e de espalhamento rápido, a quantidade de pessoas afetadas é preocupante. No
ano de 2011, por exemplo, foram registradas 750.006 internações por influenza e pneumonia [4].

Desta forma, as influenzas formam um panorama de riscos importante para a população
que, na visão dos governantes, representam um quadro oneroso aos cofres públicos. Justificamos
assim a necessidade de estudar e entender a dinâmica de propagação das mesmas.

Nesta contribuição daremos ênfase à modelagem matemática do problema que envolve o
v́ırus da influenza A, que, geralmente, tem uma pequena mutação a cada ano, com relação à
parte que não sofre mutação, chamada de cepa [1].

As influenzas são tradicionalmente descritas por modelos compartimentais do tipo SIR [2, 1].
Neste tipo de modelo, o total da população é segmentada em três compartimentos: suscet́ıvel
(S), infeccioso (I), recuperado (R). No entanto, a capacidade de mutação dos v́ırus de influenza
justifica a introdução de um novo compartimento ao modelo SIR, chamado de imunidade cruzada
(C). Neste, são considerados a parcela da população que não são suscet́ıveis ao mesmo subtipo
do v́ırus, mas a uma mutação deste. Tal modelo compartimental é conhecido na literatura por
SIRC, introduzindo originalmente por Casagrandi et al. [1].

As epidemias virais como a influenza A só não se tornam pandemias graças à capacidade de
nosso sistema imunológico de reconhecer, mesmo que parcialmente, os v́ırus que já foi exposto
e reagir a esses de forma a dificultar o contágio novamente. A essa capacidade chamamos de
memória imunológica [9].

O modelo SIRC da forma que foi proposto por [1] não possui a capacidade de reproduzir
os efeitos de memória imunológica, haja vista que o operador diferencial ordinário só reflete
condições locais [3].
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Novidades desta contribuição: Uma das principais novidades de nossa proposta baseia-se
na introdução de memória através da utilização de uma dinâmica fracionária no modelo SIRC,
obtida a partir de operadores diferenciais não locais do tipo Caputo [3].

Do ponto de vista teórico, mostraremos que o modelo SIRC fracionário é bem-posto no
sentido de Hadamard. Além disso, garantimos que a solução do modelo SIRC fracionário possui
uma extensão para a semirreta positiva. Por outro lado, apresentaremos uma comparação entre
o modelo SIRC fracionários e dados reais de influenza A, obtidos do DATASUS-RS. Verificamos
que, a partir de uma escolha de parâmetros (não ótima e feita utilizando o método da exaustão) e
da ordem fracionária da derivada para a dinâmica, o modelo SIRC fracionário representa melhor
os dados reais, que o modelo SIRC com derivadas ordinárias.

Estrutura do artigo: Dividimos esta contribuição da seguinte forma: na Seção 1, apresen-
taremos o modelo SIRC com dinâmica fracionária. Na Seção 2, explicitaremos resultados de
boa colocação e extensão da solução do problema de valor inicial (PVI) fracionário. Na Seção 3,
mostraremos os resultados numéricos comparativos entre o modelo SIRC e SIRC fracionário com
relação aos dados reais. Na Seção 4, apresentaremos nossas conclusões e trabalhos futuros.

1 Modelo SIRC Fracionário

Mudanças de comportamento em indiv́ıduos como resposta às modificações ambientais são
uma caracteŕıstica essencial à vida. Tais mudanças tornam-se mais evidentes nos casos de
epidemias repetitivas, quando ocorre um efeito que chamamos de memória imunológica, e.g.,
[9] e referências. Em outras palavras, a memória imunológica é a capacidade que o sistema
imune adaptativo tem de responder de forma mais rápida e eficiente quando ocorre exposição à
ant́ıgenos encontrados previamente.

Nesta contribuição visamos a introdução de memória na dinâmica compartimental SIRC
através de derivadas de ordem fracionária do tipo Caputo [3], com o objetivo de levar em conta
a memória epidemiológica existente naturalmente na modelagem de influenzas. Desta forma,
nos propomos a estudar o modelo fracionário

D✓
⇤(S(t)) = µ(N � S(t)) � �S(t)I(t) + �C(t)

D✓
⇤(I(t)) = �S(t)I(t) + ��C(t)I(t) � (µ + ↵)I(t) (1)

D✓
⇤(R(t)) = (1 � �)�C(t)I(t) + ↵I(t) � (µ + �)R(t)

D✓
⇤(C(t)) = �R(t) � �C(t)I(t) � (µ + �)C(t) ,

onde o parâmetro µ > 0 representa a taxa de mortalidade e natalidade. Os parâmetros ↵ > 0,
� > 0 e � > 0 são os inversos do tempo em que os indiv́ıduos ficam respectivamente nos
compartimentos I, R e C. Já � > 0, representa a probabilidade média de reinfecção do indiv́ıduo
que esteja no compartimento C e � > 0 é a taxa de contato entre indiv́ıduos dos compartimentos
S e I. Estes parâmetros fazem com que as populações fluam entre os compartimentos, mudando
seus estados perante a doença. D✓

⇤ representa o operador diferencial de Caputo [3], para ✓ 2]0, 1].
Nesta abordagem iremos considerar a dinâmica fracionária (1) com as seguintes hipóteses:

H1) ✓ 2]0, 1] é a ordem fracionária do operador diferencial de Caputo D✓
⇤.

H2) As condições iniciais para a dinâmica (1) são dadas pelas quantidades S(0) = S0 > 0,
I(0) = I0 � 0, R(0) = R0 � 0 e C(0) = C0 � 0, respectivamente.
H3) A taxa de mortalidade e natalidade µ > 0 são consideradas iguais.
H4) Os parâmetros do PVI fracionário (1) são todos constantes e não negativos.

Das hipóteses H1) - H4), podemos observar os seguintes fatos, os quais afetam também a
calibragem dos parâmetros do modelo.

Observação 1. Da hipótese H3), segue-se que o total da população N = S + I + R + C
permanece constante. Disto segue que o inverso da taxa de natalidade (mortalidade) µ�1 pode
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ser calibrado com a média do tempo de vida da população e, por isso, podemos supor que µ é
bem conhecida.

Da hipótese H4), segue que os demais parâmetros no modelo (1) podem ser estimados através
de observações cĺınicas mais prolongadas. Nessa abordagem faremos a calibração dos parâmetros
utilizando valores da literatura e um método de exaustão.

2 Boa Colocação para o modelo SIRC fracionário

Nessa seção, mostraremos a boa colocação do PVI fracionário (1), bem como a existência de
solução estendida à semirreta positiva.

Por simplicidade, usaremos a seguinte notação na parte restante deste trabalho. Por u(t) =
(S(t), I(t), R(t), C(t))T , denotamos a função real a valores em R4, cujas componentes são as
dinâmicas dos indiv́ıduos suscet́ıveis S, infectados I, recuperados R e imunidade cruzada C,
respectivamente. Em particular u(0) = (S(0), I(0), R(0), C(0))T := u0 corresponde às condições
iniciais do PVI fracionário (1) dadas pela hipótese H2). Além disso, denotaremos por f(t, u(t)) :=
(µ(N �S(t))��S(t)I(t)+�C(t), �S(t)I(t)+��C(t)I(t)�(µ+↵)I(t), (1��)�C(t)I(t)+↵I(t)�
(µ + �)R(t), �R(t) � �C(t)I(t) � (µ + �)C(t)))T a função vetorial correspondente ao lado direito
do PVI fracionário (1).

Com essas notações, nós podemos reescrever o PVI fracionário (1) com os valores das
condições iniciais dadas pela hipótese H2) e ✓ 2]0, 1], como o seguinte problema de valor inicial
fracionário

D✓
⇤u(t) = f(t, u(t)) , u(0) = u0 . (2)

Primeiramente, provaremos o seguinte lema auxiliar.

Lema 1. Assuma que as hipóteses H1) - H4) sejam verdadeiras. Então, a matriz Jacobiana
J := J(f(t, u(t)) correspondente à função vetorial f(·, ·) que representa ao lado direito do PVI
fracionário (2) é uniformemente limitada por uma constante M , independente de S, T, I, R, no
intervalo [0, T ].

Demonstração. Um cálculo direto mostra que a matriz Jacobiana J é representada por:

J =

2

664

�µ � �I(t) � ⇢ ��S(t) 0 �
�I(t) �S(t) + ��C(t) � (µ + ↵) 0 ��I(t)

⇢ (1 � �)�C(t) + ↵ �(µ + �) (1 � �)�I(t)
0 ��C(t) � ��I(t) � (µ + �)

3

775

Segue-se de [7, Teo. 9] que cada componente de J é cont́ınua em [0, T ]. Como [0, T ] é
compacto, o Teorema de Weierstrass implica na existência de uma constante M , independente
de S, I, R, C, de tal modo que kkJkk  M .

Como forma de completude do trabalho, segue abaixo a definição da condição de Lipschitz
com relação à segunda variável, para uma função a valores vetoriais.

Definição 1. Seja f : U ! E uma função definida em um conjunto aberto U ⇢ I ⇥E, onde I é
um intervalo não degenerado da reta real, E é um espaço normado. Dizemos que f é Lipschitz
cont́ınua com relação à segunda variável, se a seguinte condição é satisfeita;

kkf(t, u(t)) � f(t, v(t))kkE  L |u(t) � v(t)|U ,

para alguma constante L > 0 independente de (t, u(t)), (t, v(t)) 2 U . Onde, kk · kkE e |·|U
representam as normas nos espaços vetoriais E e U , respectivamente.

Os resultados a seguir são essenciais para garantir a boa colocação do PVI fracionário (1).

Lema 2. Consideremos as hipóteses H1) - H4) verdadeiras. Então a função vetorial f(t, u(t))
em (2) é cont́ınua com relação a t 2 [0, T ] e Lipschitz cont́ınua com respeito à segunda coorde-
nada, como na Definição (1).
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Demonstração. O resultado de continuidade enunciado segue da continuidade das operações e
funções envolvidas na definição de f(·, ·) que representa o lado direito de (1). Além disso, o
teorema do valor médio [8] implica que

kf(t, u(t)) � f(t, v(t))k  kJ(su(t) + (1 � s)v(t))kku(t) � v(t)k .

Assim, a afirmativa do lema segue agora do resultado de limitação uniforme da matriz Jacobiana
J dada pelo Lema (1).

Lema 3. Suponha que as hipóteses H1) - H4) sejam verdadeiras. Seja f(t, u(t)) e u(t) como
definidos no Lema 2. Então, existem constantes c1, c2 e M (que depende apenas da população
total N e dos parâmetros no lado direito do PVI fracionário (1)) e um parâmetro 0  s < 1 de
tal modo que

kf(t, u(t))k  c1 + c2kuk
s .

Além disso kf(t, u(t))k  M uniformemente em [0, +1[.

Demonstração. Primeiramente, é importante notar que a população total N é constante como
consequência da hipótese H3). Podemos concluir assim que kuk é uniformemente limitada por
N . Portanto, a prova da primeira hipótese deste Lema implica a segunda. Para provar a primeira
afirmação, vamos observar que, para qualquer s 2]0, 1], temos kuk = kuk

1�s
kuk

s . Haja visto
que N é constante (da hipótese H3)), podemos concluir a existência de c̃ (que depende somente
de N) de tal modo que kuk = c̃kuk

s . Portanto, para concluir o Lema, é suficiente provar a
primeira hipótese para s = 1. Para isso, detalhamos o cálculo da primeira coordenada de f(·, ·),
já que a ideia pode ser replicada de maneira análoga para as demais componentes. Note que

kµ(N � S(t)) � �S(t)I(t) + �C(t)k  µ|N | + µ|S(t)| + �|S(t)||I(t)| + �|C(t)|+ 

µ|N | + (µ + �|N |)|S(t)| + �|C(t)|  µ|N | + max{1, (µ + �|N |), �}kuk .

No cálculo acima, fica clara a existência de constantes c1 e c2 (dependendo apenas dos parâmetros
do sistema e de N) satisfazendo kf(t, u(t)k  c1 + c2kuk

s, concluindo a prova.

Agora estamos prontos para provar a boa colocação do modelo SIRC fracionário (1).

Teorema 1. Suponha que as hipóteses H1) - H4) sejam verdadeiras. Então, existe um
0 < T⇤ < T tal que o PVI fracionário (1)-H2) possui uma única solução cont́ınua u(t) :=
(S(t), I(t), R(t), C(t))T para t 2 [0, T⇤]. Além disso, a solução u depende continuamente dos
dados iniciais, dos parâmetros e da ordem da derivada ✓ 2]0, 1].

Demonstração. Como consequência do Lema (2) obtemos que a função f(t, u(t)), representando
o lado direito do PVI fracionário (1), é cont́ınua e Lipschitz em [0, T ]. Assim, segue de [3,
Teo. 6.5], [3, Teo. 6.20], [3, Teo. 6.21] e [3, Teo. 6.22], a existência de T⇤ = T⇤(M) 2]0, T [
de modo que o PVI fracionário (1), com condições iniciais como na hipótese H2), possui uma
única solução cont́ınua u(t) para t [0, T⇤], que depende continuamente dos dados iniciais, dos
parâmetros e da ordem da derivada, respectivamente.

Note que a magnitude de T⇤ dada pelo Teorema 1 pode ser (em geral é) muito pequena,
inviabilizando qualquer aplicação na vida real. O próximo resultado garante uma extensão
cont́ınua da solução de (1) para a semirreta positiva.

Teorema 2. Suponha as hipóteses do Teorema 1 verdadeiras. Então, a solução do PVI fra-
cionário (1) -H3) possui uma única extensão cont́ınua ao intervalo [0, +1[.

Demonstração. Segue do Lema 3 que kf(t, u(t))k  c1 + c2kuk
s para algum s 2 [0, 1[. Além

disso, o Lema 1 garante que a matriz jacobiana J é uniformemente limitada. Por fim, do Lema 2
obtemos que f é Lipschitz cont́ınua com relação à segunda variável, em R4. Agora, o resultado
enunciado segue diretamente de [3, Corolário 6.7].
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3 Resultados Numéricos

Nesta seção apresentaremos alguns testes numéricos comparando o comportamento do PVI
fracionário (1)-H3) com relação a um conjunto de dados reais de indiv́ıduos infectados pela
Influenza A.

Os dados reais são do estado do Rio Grande do Sul do ano de 2010, obtidos pelo sistema
DATASUS, sendo ao todo 34 e fornecidos por semana epidemiológica. Apesar de serem poucos
em quantidade e esparsos são os dados que se tem conhecimento sobre o contágio da Influenza
A.

Por serem registrados semanalmente, optamos por usar eles uniformemente distribúıdos,
assim nas simulações não faz sentido usar qualquer unidade de tempo no modelo que não reflita
tal distribuição. Estes dados são representados na Figura 1 (a) e (b) como os pontos em azul.

Os parâmetros do modelo foram calibrados usando o método de exaustão e são apresentados
na Tabela 1.

Parâmetros Casagrandi et al. Parâmetros Modificados
µ 0, 02 0, 02
↵ 1, 355 0, 27
� 0, 75 0, 75
� 0, 35 0, 35
� 0, 12 0, 12
� 52, 14 10, 43
N 100 100

Tabela 1: Parâmetros do modelo SIRC.

Para as simulações, utilizamos um método numérico baseado em adaptações do Método
Trapezoidal para operadores fracionários. Detalhes de convergência e estabilidade do método
numérico podem ser encontrados em [6]. O intervalo de tempo é usado de maneira a ter esta
estabilidade e o passo utilizado foi 10�4.

Utilizamos como ordem da derivada ✓ = 1, para mostrar o que ocorre com a dinâmica
da doença conforme os resultados de [1]. Para analisarmos o comportamento do modelo com
efeitos de memória epidemiológica, sabemos que ✓ 2]0, 1] e quanto menor, maior fica o efeito de
memória.

Conforme melhor discutido em [7], escolhemos ✓ = 0, 9 como ordem da derivada, para a
memória epidemiológica estar presente, mas não ser muito efetiva, já que não estamos pro-
pondo nenhum tipo de interferência externa nesta simulação, como seria o caso um modelo com
vacinação.

A Figura 1 (a) mostra a evolução do compartimento dos indiv́ıduos infectados I(t) do modelo
SIRC e SIRC fracionário (1), com ✓ = 1 e com ✓ = 0, 9, respectivamente. Para esta simulação
utilizamos os parâmetros do modelo retirados de [1] e que podem ser vistos na coluna Casagrandi
et al. da Tabela 1.

Ao compararmos a evolução das dinâmicas dos indiv́ıduos infectados (utilizando o modelo
SIRC e SIRC fracionário) percebemos que ambos os modelos não correspondem de maneira
fidedigna os dados reais.

Tendo em vista este fato e levando em conta as caracteŕısticas de localidade da dinâmica
evolutiva da Influenza A, propusemos uma calibragem dos parâmetros mais senśıveis do modelo
(1), a saber ↵ e �, como podem ser vistos na coluna Parâmetros modificados da Tabela 1.

A calibragem foi feita utilizando um método de exaustão, isto é, propomos valores para os
parâmetros ↵ e � mantendo uma proporção com o correspondente na coluna Casagrandi et al.
da Tabela 1 e comparamos os resultados simulados dos modelos SIRC e SIRC fracionário com
os dados reais.

Anais do I Encontro Regional de Matemática Aplicada e Computacional do Vale do Itajaí(ERMAC-2019), Blumenau-SC

Página 79
ISBN: 978-65-80460-31-1



Tempo
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Po
pu

la
çã

o

0

5

10

15

20

25

30

35

40

I(t), θ=1.
I(t), θ=0.9.
Dados reais
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(b) Parâmetros modificados.

Figura 1: Comparação de I(t), para diferentes valores de ✓, com os dados reais.

Percebemos que à medida que diminúıamos os valores de ↵ e �, as simulações para o com-
partimento dos infectados I aproximava-se mais dos dados reais, até chegarmos nos parâmetros
dados pelos valores na coluna Parâmetros modificados da Tabela 1.

Não apresentaremos aqui todas as simulações, por questão de espaço. Optamos por expor
a simulação com os parâmetros originais (coluna Casagrandi et al. na Tabela 1) e a melhor
aproximação obtida (coluna Parâmetros modificados da Tabela 1).

E que percebemos no decorrer da aplicação do método é que para valores relativamente
menores que os apresentados na coluna Parâmetros modificados da Tabela 1, a simulação voltava
a se distanciar dos dados reais, fazendo com que considerássemos esse conjunto de parâmetros
como o melhor para o modelo em comparação com esses dados reais.

O resultado da simulação para os modelos SIRC e SIRC fracionário (com ✓ = 0, 9) da
dinâmica do compartimento dos indiv́ıduos infectados I em comparação aos dados reais podem
ser vistos na Figura 1 (b). A Figura 3 mostra o erro relativo entre os modelos, comparando o
compartimento dos infectados I do modelo SIRC e SIRC fracionário (com ✓ = 0.9) com os dados
reais.
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Figura 2: Gráfico de erros das simulações.

Haja vista que o erro relativo das simulações para o compartimento dos indiv́ıduos infectados
I para o modelo SIRC fracionário (✓ = 0.9) é sempre menor que para o modelo SIRC, podemos
comprovar nossa tese: o modelo SIRC fracionário é uma alternativa interessante para modelar
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a dinâmica de epidemias como a Influenza A. Para além disso, podemos concluir que o erro
relativo do modelo SIRC fracionário é ainda menor quando o tempo passa. Alegamos que esse
fenômeno se deve aos efeitos de memória inerentes à epidemias de Influenza e que são capturados
com mais intensidade pela dinâmica fracionária quando t � 0.

4 Conclusões

Neste trabalho estudamos o modelo SIRC fracionário como uma proposta de modelagem para
a dinâmica da influenza A. Provamos que o modelo SIRC fracionário é bem posto no sentido de
Hadamard e que a solução pode ser estendida de maneira única para a semirreta positiva. Além
disso, fizemos comparações entre os modelos SIRC e SIRC fracionário com dados reais.

As simulações numéricas mostraram que, a partir de uma escolha dos parâmetros feito pelo
método da exaustão, o modelo SIRC fracionário representa melhor os dados reais que a dinâmica
de ordem inteira (modelo SIRC).

Os trabalhos futuros são a calibração dos parâmetros usando técnicas de minimização, e.g.
quadrados mı́nimos, buscar outros estudos que tragam parâmetros melhores e a implementação
de vacinação ao modelo SIRC.

Em particular, a vacinação para a influenza já é fornecida pelo SUS, principalmente para
os grupos de risco. Portanto, é de interesse global entender o que acontece com a dinâmica da
doença quando parte da população é vacinada [4]. A vacinação é mais uma forma de promover
memória imunológica ao sistema, justificando assim a utilização de dinâmicas fracionárias para
descrever o fenômeno.
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Resumo: O estudo do comportamento de sistemas dinâmicos que apresentam comportamento
caótico vem atraindo a atenção de pesquisadores nas diferentes áreas. Nas últimas décadas, o
desenvolvimento computacional proporcionou estudos mais detalhados do comportamento destes
sistemas. No entanto, os programas em que são simuladas as caracteŕısticas destes sistemas nor-
malmente são ocultados, não dando acesso dos códigos aos usuários. Tendo em vista o acesso
a um código explicado e detalhado, o objetivo deste trabalho é apresentar um programa compu-
tacional para o diagrama de bifurcações de sistemas cont́ınuos que apresentam comportamento
caótico.

Palavras-chave: Comportamento Caótico, Diagrama de Bifurcações, Programa Computacional

1 INTRODUÇÃO

A análise de sistemas dinâmicos que apresentam comportamento caótico tem sido ampla-
mente divulgada nos meios cient́ıficos. Dentre as caracteŕısticas analisadas nestes sistemas estão
o diagrama de bifurcações, as seções de Poincaré e os expoentes de Lyapunov, todas elas usadas
para analisar se o sistema apresenta, ou não, comportamento caótico. Há diversos trabalhos que
apresentam simulações computacionais destas análises, dentre os quais pode-se destacar [4], [7],
[2] e [9].

Normalmente, as implementações destas ferramentas, que aparecem nestes trabalhos, são
feitas por intermédio de programas fechados, os quais não dão ao usuário acesso aos códigos.
[7], por exemplo, utilizou o pacote MATCONT2.5.1, do software MATLAB. O uso destes pro-
gramas, embora forneça soluções precisas, pode dificultar a compreensão destas análises feitas
nos sistemas aos acadêmicos, em especial para os iniciantes nesta área.

Tendo em vista a dificuldade de acesso a códigos computacionais abertos e explicativos, este
trabalho tem como objetivo disponibilizar um programa aberto para a construção do diagrama de
bifurcações de sistemas de tempo cont́ınuo que apresentam comportamento caótico. O trabalho
disponibiliza o passo a passo como este diagrama é constrúıdo e sua implementação no MATLAB.

São apresentados exemplos da implementação do diagrama de bifurcações dos sistemas de
Rössler [6], Lorenz [5] e de um sistema presa-predador [4], [7], e discutidas as particularidades
da implementação para cada um destes sistemas.
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2 DIAGRAMA DE BIFURCAÇÕES

Antes de se apresentar o algoritmo para a construção do diagrama de bifurcações, será
feita uma breve discussão sobre o aparecimento das bifurcações nos sistemas dinâmicos. Uma
bifurcação está relacionada com a mudança qualitativa das soluções do sistema no plano de fase, à
medida que o parâmetro analisado do sistema passa por um valor cŕıtico, podendo ser classificada
em local ou global. A bifurcação local está relacionada com a mudança na estabilidade do sistema
de acordo com as ráızes do polinômio caracteŕıstico, onde pode ocorrer mudança qualitativa
no comportamento das soluções perto dos pontos de equiĺıbrio, podendo estes pontos serem
calculados matematicamente, enquanto a bifurcação global prevê mudanças nas órbitas tais
como a periodicidade ou não das soluções, não podendo ser calculadas matematicamente. O
objetivo deste trabalho é justamente a disponibilização de um algoritmo para a construção do
diagrama que permite a visualização destas bifurcações, que são importantes no estudo destes
sistemas, especialmente quando apresentam comportamento caóticos.

No caso de instabilidade, os valores das variáveis do sistema irão apresentar comportamento
oscilatório ao longo do tempo. Estas oscilações podem ser periódicas, ou não. No caso de
ocorrer a periodicidade, significa que o sistema terá comportamento previśıvel, não sendo senśıvel
às condições iniciais. Por outro lado, quando as oscilações forem aperiódicas, o sistema será
impreviśıvel e senśıvel às condições iniciais. A figura abaixo mostra a diferença entre oscilações:
uma oscilação periódica, na qual há sempre o mesmo ponto de máximo, e uma oscilação não
periódica, em que estes pontos variam. A periodicidade, ou não, destas oscilações, pode ser
observada nos pontos de máximo ou de mı́nimo ao longo da trajetória.
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Figura 1: (a) Oscilação Periódica; (b) Oscilação não-periódica

A construção do diagrama começa com a escolha do parâmetro a ser variado, e seu intervalo
de variação. Após, para cada valor dentro deste intervalo, são feitos os passos que seguem:

O sistema é integrado.

Os resultados da integração são analisados. Mesmo que a trajetória seja periódica, inicial-
mente haverá um peŕıodo de oscilações não periódicas até que ocorra o estabelecimento da
periodicidade. Este peŕıodo é denominado transiente. Portanto, a análise dos resultados
deve ser feita após o peŕıodo transiente.

O resultado da integração é uma matriz, onde cada linha representa um instante de tempo
e cada coluna representa uma variável. No peŕıodo que deve ser analisado, verificar se os
valores da variável de interesse são valores de máximo [8]. Isso pode ser feito comparando
o valor da coluna da variável (1 para x, 2 para y, 3 para z) no instante de tempo corrente,
ou seja, na linha analisada, é maior do que o valor da linha anterior como o da próxima
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linha. Caso este valor seja um valor máximo, plote ele em função do valor do parâmetro
no diagrama. Se desejado, também pode-se plotar o valor de mı́nimo.

Abaixo, segue o algoritmo.

Algoritmo: diagrama de bifurcações

Entrada: sistema, intervalo de integração, duração do transiente, intervalo de variação
do parâmetro, variável de interesse, condições iniciais

1 enquanto intervalo de variação do parâmetro faça
2 Integre o sistema;
3 Selecione os valores após o transiente;
4 enquanto transiente faça
5 se ponto de máximo então
6 Plote no diagrama;
7 fim

8 fim

9 fim
Sáıda: diagrama de bifurcações

Em anexo, no final do trabalho, está a implementação deste algoritmo em MATLAB. A se-
guir, exemplos da implementação do algoritmo nos sistemas de Lorenz, Rössler e presa-predador.
As variáveis utilizadas no diagrama de bifurcações são as encontradas nas bibliografias([7], [1]),
para fins de comparação.

3 APLICAÇÕES E DISCUSSÕES

3.1 SISTEMA DE LORENZ

O sistema de Lorenz [5], que representa um modelo simples de convecção térmica de um
fluido em uma caixa, é descrito pelas seguintes equações:

ẋ = �(y � x),

ẏ = rx � y � xz, (1)

ż = xy � �z,

A variável x em (1) está relacionada à intensidade do movimento do fluido, enquanto as
variáveis y e z estão relacionadas às variações de temperatura nas direções horizontal e vertical
do movimento. As equações de Lorenz envolvem, também, três parâmetros, �, r, �, todos reais e
positivos. � e � dependem do material e das propriedades geométricas do fluido. Para a análise

do sistema, usa-se � = 10 e � =
8

3
. O parâmetro r é proporcional a diferença de temperatura

�T entre as extremidades da caixa, e aqui será investigado o comportamento das soluções para
diferentes valores, à medida que variam os valores de r.

Após a obtenção do polinômio caracteŕıstico do sistema no ponto cŕıtico

(
p

�(r � 1),
p

�(r � 1), r � 1)

e análise de sua estabilidade pelo método de Routh-Hurwitz, tem-se que o sistema será instável
para r � 24, 7. Portanto, o diagrama de bifurcações será constrúıdo para valores de r neste
intervalo.

Anais do I Encontro Regional de Matemática Aplicada e Computacional do Vale do Itajaí(ERMAC-2019), Blumenau-SC

Página 85
ISBN: 978-65-80460-31-1



Figura 2: Diagrama de bifurcações para o sistema de Lorenz

Na figura acima, percebe-se que o sistema apresenta comportamento aperiódico até r ⇡ 160,
a partir de quando os pontos de máximo oscilam entre dois valores. Por volta de r = 180,
novamente o sistema se comporta de forma aperiódica, até aproximadamente r = 240, onde os
pontos de máximo novamente oscilam entre dois valores, e posteriormente em r ⇡ 340, onde
passa a ter apenas um valor de máximo. ZMÁX(t) são os valores de máximo da variável de
estado z(t) do sistema de Lorenz.

3.2 SISTEMA DE RÖSSLER

O sistema de Rössler [6] é um sistema não linear, autônomo, tridimensional, descrito pelas
seguintes equações:

ẋ = �y � z,

ẏ = x + ay, (2)

ż = b + (x � c)z,

Os parâmetros do sistema são a, b e c, todos reais e positivos. Para a análise do sistema,
a = b = 0, 1, e o parâmetro c será variado, com o objetivo de se estudar como o sistema irá
se comportar para diferentes valores deste parâmetro. Pela análise feita pelo critério de Routh-
Hurwitz, para 1  c  45, o sistema será instável, e o intuito é analisar para quais valores
neste intervalo o sistema apresenta comportamento periódico. Isto é analisado de acordo com o
diagrama de bifurcações que segue.

Figura 3: Diagrama de bifurcações para o sistema de Rössler
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Deste diagrama, pode-se inferir que para valores de 1  c  8, 6, o sistema apresenta
comportamento periódico. Após, embora venham a existir algumas janelas periódicas, para a
maior parte destes valores o sistema será impreviśıvel.

3.3 MODELO PRESA-PREDADOR

O modelo presa-predador, apresentado no trabalho de [7], é dado por:

ẋ = x(1 � x) �
a1xy

1 + ↵⇠ + b1x
,

ẏ =
�y(x + c⇠)

1 + ↵⇠ + b1x
�

a2yz

1 + ↵⌘ + b2y
� d1y, (3)

ż =
z�(y + e⌘)

1 + ↵⌘ + b2y
� d2z,

onde, x representa a população da presa e z representa a população do predador de ordem mais
alta. Já y representa a população da espécie que é predadora de x e presa de z.

O sistema foi analisado com os seguintes valores de parâmetros: a1 = 5, a2 = 0, 1, ⇠ =
0, 1, ⌘ = 0, b1 = 2, 8, b2 = 2, � = 4, 8, � = 0, 08, d1 = 0, 4, d2 = 0, 01, c = 0, 95, e = 0, 85, valores
definidos por [7]. O parâmetro ↵, relacionado a quantidade de comida dispońıvel, foi variado.
O diagrama foi feito, tanto para a presa, como para o predador.

(a) (b)

Figura 4: (a) População da presa (b) População do Predador

Este sistema apresenta algumas singularidades em relação aos estudados anteriormente. Por
exemplo, para a construção do diagrama, foram usados os pontos de máximo e de mı́nimo. Para
quantidades baixas de comida, tanto a população da presa como a do predador apresentam
comportamento caótico. À medida que se aumenta a quantidade de comida, os valores máximos
e mı́nimos das populações se repetem periodicamente, até se manterem estáveis com ↵ = 47, 5.
Destaca-se também que para a obtenção do diagrama neste sistema, foi necessário o intervalo
de integração ser consideravelmente maior que nos sistemas anteriores.

4 CONCLUSÕES

Neste trabalho foi apresentado um programa computacional, com detalhamento do código,
para implementação do diagrama de bifurcações de sistemas cont́ınuos que apresentam com-
portamento caótico. Foram mostradas aplicações para os sistemas de Rössler, Lorenz e presa-
predador. Os resultados obtidos foram comparados (visualmente) com resultados apresentados
na bibliografia e houve uma similaridade dos mesmos. Como continuação deste estudo, o obje-
tivo é implementar um algoritmo também para o mapa de Poincaré e o Expoente de Lyapunov,
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incluindo as variações deste último. Estes programas também serão disponibilizados de forma
aberta, para utilização acadêmica.
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6 ANEXOS

Código no MATLAB para construir o diagrama de bifurcações de um sistema

function bifurc(sistema , t_inicio , t_fim , t_transiente , parametro

, variavel , y0)

global taxa

for i = 1: length(parametro)

taxa = parametro(i); %Valor do parâmetro para a integraç~ao

[t,y] = ode45(sistema , [t_inicio t_fim], y0); %Integra o

sistema

contador = find(t > t_transiente); %Seleciona os valores após

o transiente

y = y(contador , variavel); %Variável = 1: valores de x, 2

para y e 3 para z

for j = 2:( length(y) -1) %Analisa os valores da variável

selecionada
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%if ((y(j-1,1)+eps) < y(j,1) && y(j,1) > (y(j+1,1)+eps))

%Se for valor de máximo , marca no gráfico

%Marcar se for máximo ou mı́nimo

if ((y(j-1,1)+eps) < y(j,1) && y(j,1) > (y(j+1,1)+eps)

|| (y(j-1,1)+eps) > y(j,1) && y(j,1) < (y(j+1,1)+eps))

plot(taxa , y(j,1), k. , MarkerSize , 1);

hold on;

end

end

end

title( Diagrama de Bifurcaç~ao para o Sistema de Chua );

xlabel( a );

ylabel( X_{MÁX }(t) );

Script que descreve o Sistema de Lorenz. Passado como o parâmetro sistema no script bifurc

function f = lorenz(t, X)

global taxa %Parâmetro que será variado , no sistema de Lorenz ,

taxa é r.

SIGMA = 10; BETA = 8/3; %Valores dos parâmetros

dx=SIGMA*(X(2)-X(1)); %Equaç~ao 1 do sistema

dy=-X(1)*X(3)+taxa*X(1)-X(2); %Equaç~ao 2 do sistema

dz=X(1)*X(2)-BETA*X(3); %Equaç~ao 3 do sistema

f = [dx; dy; dz]; %Sistema na forma matricial

Formato de chamada do script para a construção do diagrama

sistema = @lorenz; %Sistema a ser integrado

t_inicio = 0; %Tempo de inı́cio da integraç~ao

t_fim = 300; %Tempo final de integraç~ao

t_transiente = 200; %Duraç~ao do tempo transiente

parametro = 25:0.5:325; %Intervalo de variaç~ao do parâmetro

variavel = 3; %Variável a ser analisada: 1 = x, 2 = y,

3 = z;

y0 = [0 1 0]; %Condiç~oes iniciais para a integraç~ao

%Chamada do script

bifurc(sistema , t_inicio , t_fim , t_transiente , parametro ,

variavel , y0);
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Resumo: Drones trouxeram possibilidades de aplicação em diversas áreas, dentre elas estão o
mapeamento aéreo e mais recentemente a utilização de nuvens de drones para efeitos luminosos
em eventos art́ıstico-culturais. Uma demanda importante desse tipo de aplicação é a delimitação
de uma área no espaço cujas fronteiras limitam o voo do(s) drone(s). O problema é que muitas
vezes se conhecem apenas as distâncias entre os pontos de referência que delimitam o peŕımetro
dessa área de voo, sem conhecimento das coordenadas espaciais desses pontos. Esse trabalho
discute uma estratégia de estimativa de posição (pose estimation) a qual pode ser adaptada à
solução desse problema. Um experimento é realizado em um ambiente geometricamente simu-
lado e os resultados são apresentados.

Palavras-chave: Estimativa de Pose, Modelo de câmera, Otimização

1 Exposição do Problema

Véıculos Aéreos Não Tripulados (VANTs) têm sido empregados ao longo da história, especial-
mente para uso militar. Há relatos de uso de balões na primeira guera mundial para fins de
bombardeio, bem como as bombas V1 e V2 utilizadas na segunda guerra [1]. No Brasil, os
primeiros relatos de VANT ocorreram na década de 80 [2].

O termo “drone” tem origem em idiomas de regiões ao norte/noroeste da Europa, particular-
mente do inglês, significando um zumbido cont́ınuo ou propriamente designando um zangão. A
designação “drone” para descrever um VANT ganhou popularidade a partir da disponibilidade
comercial de equipamentos compactos de fácil pilotagem, manobráveis e capazes de embarcar di-
versos dispositivos, tais como câmeras (RGB), sensores infravermelhos, sensores multiespectrais
e outros tipos de sensores (Figura 1). Essa combinação de fatores levaram o drone a usos que
se estendem desde o mero entretenimento até a utilização em atividades comerciais e cient́ıficas.
No Brasil o uso de drones remonta a década de oitenta e vem ganhando terreno como plataforma
para várias aplicações, tais como cadastro de propriedades, segurança, monitoramento de obras,
agricultura de precisão, entre outras [2].

O emprego de drones muitas vezes demanda a sua localização espacial em tempo real, para
tanto, alguns autores tais como Skoda [3] utilizam processamento de imagens e retroprojeção de
pontos (2D para 3D) como uma forma de estimar a posição espacial do equipamento durante

Anais do I Encontro Regional de Matemática Aplicada e Computacional do Vale do Itajaí(ERMAC-2019), Blumenau-SC

Página 91
ISBN: 978-65-80460-31-1



Figura 1: Esquerda: drone do tipo multi-rotor “quadricóptero”. Direita: drone do tipo asa fixa. Fontes:

commons.wikimedia.org e upload.wikimedia.org/wikipedia/commons

o voo. Por sua vez, Su et al. [4] também utilizam marcadores e sensores de infravermelho,
associados a cameras para a estimativa de posiçao do drone.

Neste trabalho se propõe a utilização do método conhecido por P3P (Perspective 3 Point)
descrito em [5] e [6] para estimativa de pose baseado em pontos de referência, trata-se de um
problema de visão computacional com as seguintes considerações:

• O voo é delimitado pela área na forma de um poĺıgono cujo peŕımetro é marcado por um
conjunto de pontos de referência P = {p1, p2, ..., pk} e pode ser constrúıdo a partir de
triângulos (Figura 2);

• A cena da área de voo planejada deve exibir os pontos de referência do poĺıgono, sem
oclusões (Figura 2);

• Dados pm e pn dois pontos consecutivos do peŕımetro m = i, n = i + 1, tem que ser
previamente conhecida a distância dmn (Figura 2);

• O drone embarca um sistema GPS.

Figura 2: Pontos de referência delimitando um peŕımetro quadrilátero de voo P1, P2, P3, P4 sobre

o estádio e projeções desses pontos sobre uma imagem. O quadrilátero pode ser composto por dois

triângulos de vértices P1, P2, P3 e P1, P3, P4
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2 Método Proposto

No caso exibido na Figura 2, os dois triângulos �1 de vértices P1, P2, P3 e �2 de vértices
P1, P3, P4 formam o quadrilátero P1, P2, P3, P4, a proposta neste trabalho consiste em repetir
o método P3P [6] para cada triângulo, determinando todos os pontos de referência do contorno
do quadrilátero.

Inicialmente é importante descrever a geometria da cena. Na Figura 2, os raios projetores
lançam-se sobre o plano da imagem em direção ao foco na origem do sistema de coordenadas.
A distância entre o centro e o plano de imagem corresponde à distância focal, portanto há
versores (vetores de norma unitária) que servem de guia sobre cada raio projetor de maneira
que seja posśıvel encontrar os pontos projetores desejados P1, P2, P3, P4, ou a melhor estimativa
posśıvel dos valores das suas coordenadas. O principio básico corresponde a Pi = ai ⇤ qi, onde qi

corresponde ao versor direcionado ao respectivo ponto de referência Pi. Por meio de qi alcança-se
o ponto projetor utilizando do adequado valor do escalar ai:

A formulação fornece três equações, uma para cada ponto Pi. São desconhecidas as coorde-
nadas de Pi mas há o conhecimento das distâncias entre pontos consecutivos, sabe-se que para
pm e pn pontos consecutivos (m = i, n = i + 1) é conhecida a distância dmn. Temos então que
d2

mn = ||Pm � Pn||
2 = ||am ⇤ qm � an ⇤ qn||

2 e desenvolvendo esse termo chega-se a Equação 1.

d2
mn = a2

m � 2 ⇤ am ⇤ an(qm · qn) + a2
n (1)

Dessa forma, da Equação 1 deriva-se o sistema conforme a Equação 2, cujas incógnitas são
os escalares a1, a2 e a3.

f(a1, a2, a3) = a2
1 � 2a1a2(q1 · q2) + a2

2 � d2
12

g(a1, a2, a3) = a2
2 � 2a2a3(q2 · q3) + a2

3 � d2
23

h(a1, a2, a3) = a2
1 � 2a1a3(q1 · q3) + a2

3 � d2
31

(2)

Utilizando o conceito de linearização de função a várias variáveis, obtém-se a formulação
da Equação 3 [5][6], na qual J corresponde ao Jacobiano das expressões na Equação 2 e �i

corresponde ao ajuste a ser realizado ao valor inicial de A = (a1, a2, a3)T em um processo de
otimização que conduzirá ao melhor valor dos escalares a1, a2, a3 dentro das restrições impostas:

2

4
0
0
0

3

5 =

2

4
f(a1, a2, a3)
g(a1, a2, a3)
h(a1, a2, a3)

3

5 + J

2

4
�1

�2

�3

3

5 (3)

A solução desse sistema consiste em iterar A conforme a Equação 4, abaixo, determinando
as ráızes das equações envolvidas nas variáveis a1, a2, a3. De posse dessas vaŕıaveis calculam-se
os vértices de �1 utilizando Pi = ai ⇤ qi com i 2 1, 2, 3, ficando determinadas as coordenadas de
P1, P2, P3, restando desconhecida as coordenadas do ponto P4. Para a sua determinação, basta
aplicar a mesma solução utilizando o triângulo �2 e o peŕımetro do contorno do quadrilátero
está identificado por meio das coordenadas dos vértices P1, P2, P3, P4.

Ak+1 = Ak
� J�1(Ak)f(Ak) (4)

2.1 Experimento

A metodologia experimental adotada consiste em testar o potencial da proposta em um ambiente
simulado. Para tanto um sistema foi modelado simulando a geometria de uma câmera e seu
referencial de coordenadas, conforme ilustrado na Figura 3. Como não foi adotada um sistema
de medidas espećıfico, utiliza-se o termo u.m. como unidade métrica.
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Figura 3: Projeções Q1, Q2, Q3 e Q4 dos pontos de referência e versores nas direções dos pontos P1, P2, P3

e P4, são desconhecidas as coordenadas desses pontos.

Ainda na mesma figura, a câmera é modelada de maneira que o seu foco ocorra na origem
do sistema de coordenadas (X,Y,Z). O plano de imagem desse sistema ocorre a uma distância
focal igual a 10�3u.m. (a qual pode ser determinada via método de calibração [6]). Esse sistema
captura uma cena na imagem que exibe as projeções Q1, Q2, Q3 e Q4 de quatro pontos de
referência P1, P2, P3 e P4.

Apesar do desconhecimento das coordenadas dos pontos P1, P2, P3 e P4, são conhecidas as
distâncias entre pares consecutivos desses pontos. Ou seja, são conhecidos ou determináveis
os valores das distâncias entre Pm e Pn consecutivos, identificáveis e contidos no peŕımetro do
quadrilátero delimitador da área de voo do drone.

Manualmente ou por meio de processamento de imagens (aplicando extrator de feições)
são determinadas as coordenadas dos pontos Q1, Q2, Q3, Q4 na imagem. Com essa informação e
conhecendo as dimensões de pixel do sensor que captura a cena, são determinadas as coordenadas
dos respectivos pontos Qi [6].

As projeções Qi com a distância focal 10�3u.m., encontram-se na Equação 5, onde Q1, Q2, Q3

e Q4 estão nas colunas da matriz:

Q =

2

4
0.0 3 ⇤ 10�4 3 ⇤ 10�4 0.0

2 ⇤ 10�4 2 ⇤ 10�4 0.0 0.0
�10�3

�10�3
�10�3

�10�3

3

5 (5)

A partir dessas coordenadas são calculados os versores q1, q2, q3 e q4 (Figura 3) associados aos
pontos Q1, Q2, Q3, Q4, onde qi = Qi

||Qi|| . São calculados dois conjuntos de versores considerando
cada triângulo, �1 e �2, conforme exibido na Figura 4.

Dos pontos P1, P2, P3, P4 conhece-se apenas as distâncias interpontos: d12 = 30, 0 u.m.; d2,3 =
30, 0 u.m.; d34 = 36, 05555 u.m.; d41 = 20, 0 u.m.

De posse de qi calcula-se a matriz do Jacobiano por meio da Equação 6. As distâncias
interpontos são utilizadas para o cálculo das funções f(Ak) na Equação 4.

J =

2

4
2a1 � 2(q1 · q2)a2 2a2 � 2(q1 · q2)a1 0.0

0.0 2a2 � 2(q2 · q3)a3 2a3 � 2(q2 · q3)a2

2a1 � 2(q4 · q1)a4 0.0 2a3 � 2(q3 · q1)a1

3

5 (6)

Ao resolver o sistema exibido na Equação 4 para os pontos de vértices dos triângulos �1 e
depois para �2, obtém-se o conjunto bP exibido na Equação 7, na qual os pontos bP1, bP2, bP3, bP4

estão em colunas. O sistema foi testado em um notebook Vaio, core I7, rodando no SO Li-
nux distribuição Ubuntu 14, em uma máquina virtual Oracle em 8GB de memória RAM. As
implementações em Matlab.
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Figura 4: São calculados dois conjuntos de versores q1, q2, q3 e q1, q3, q4 em relação a cada triângulo.

bP =

2

4
0.0 30.0 30.0 0.0
20.0 20.0 0.0 0.0

�100.0 �100.0 �100.0 �100.0

3

5 (7)

2.2 Verificando Pontos Obtidos

Para verificar a acurácia dos resultados ( bP ) basta utilizar a matriz de projeção da câmera e
projetar os pontos obtidos em bP (exibidos na Equação 7). A matriz de projeção pode ser obtida
via calibração de câmera [6], porém, como aqui se utiliza um ambiente virtual de experimento,
a matriz de projeção pode ser deduzida da geometria da cena. Conforme a Figura 5, as relações
entre triângulos apresentados na referida geometria permitem deduzir a matrix de projeção M
exibida na Equação 8, onde DF corresponde à distância focal.

Ao aplicar a bQh = M ⇤ bP obtém-se as projeções bQh no espaço homogêneo, os quais são

convertidos para o espaço cartesiano por meio da experessão bQ =
cQi

h

wi
, onde wi é a terceira

coordenada de bQh
i .

Quanto menor a distância euclideana entre bQ e o conjunto de pontos Q (Equação 5), menor
será o erro dos resultados obtidos em bP em relação aos valores esperados para P = P1, P2, P3, P4.
No presente experimento o erro foi de 0.007.

É importante mencionar que os resultados obtidos são referenciados no sistema de câmera,
podendo ser mapeados para um sistema de coordenadas GPS sem grandes dificuldades utilizando
a técnica de Gram-Schmidt, por exemplo.

M =

2

4
1.0 0.0 0.0
0.0 1.0 0.0
0.0 0.0 1

DF

3

5 (8)

3 Conclusão

Este trabalho relata experimento de visão computacional no campo da estimação de pose o
qual pode ser útil a aplicações que utilizem drones e que demandem controle automático de
navegação. Para trabalhos futuros nesse campo, pretende-se utilizar um drone para testes em
condições reais.
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Figura 5: Geometria da cena.
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geamento georeferenciado, Ciência Rural, v.38, n.8, p.2375-2378, nov/2008.

[3] J. Skoda, R. Bartak, Camera-Based Localization and Stabilization of a Flying Drone, em
“Proceedings of the Twenty-Eighth International Florida Artificial Intelligence Research
Society Conference”, pp. 372-377, 2015. Documento acessado em 15/04/2019 e dispońıvel
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Resumo: Neste trabalho, consideramos a classe dos sistemas positivos com parâmetros incertos
e apresentamos uma extensão do prinćıpio de invariância, o qual é capaz de estimar um atrator
para a solução que será invariante com respeito a não somente ao chaveamento, mas também
com relação as incertezas dos parâmetros. Nesta extensão, o conjunto onde a derivada da função
de Lyapunov ao longo da solução do sistema é positiva pode ser não vazio e por esta razão con-
seguimos aplicar o resultado na análise de uma classe maior de sistemas, principalmente aqueles
que ainda não conhecemos, ou não existe, sua função de Lyapunov. Um sistema do tipo presa
predador é considerado para mostrarmos a eficiência do resultado.

Palavras-chave: Sistemas Positivos, Parâmetros Incertos, Atrator, Prinćıpio de Invariância

1 Introdução

Muitos problemas práticos são descritos por modelos, os quais têm a caracteŕıstica de manter
suas trajetórias não negativas sempre que a condição inicial é não negativa. Modelos com tal
caracteŕıstica, como por exemplo os modelo biológicos, são denominados sistemas positivos e
têm sido muito desenvolvido, principalmente a parte da teoria que estuda a estabilidade de sua
solução, nesta última década.

Uma revisão teórica sobre sistemas positivos e resultados de estabilidade para esta classe de
sistema pode ser encontrada em [1, 7, 6]. Resultados que utilizam a teoria de Lyapunov para
analisar a solução desses modelos [1, 5, 3], exploram a propriedade de que a derivada da função
de Lyapunov somente deve ser negativa no conjunto Rn

+ = {x 2 Rn : xi � 0, 1  i  n}.
No entando, ainda é posśıvel obter condições menos conservadoras que as apresentadas em
[5], considerando a extensão do prinćıpio de invariância de LaSalle. A extensão do prinćıpio
de invariância foi primeiramente obtida para equações diferenciais ordinárias [9] e depois foi
desenvolvida para sistemas discretos [2], sistemas periódicos [4] e sistemas chaveados [11]. A
principal vantagem dessas extensões é que a derivada da função auxiliar pode assumir valores
positivos em conjuntos limitados, relaxando a suposição sobre a função de Lyapunov. Mais ainda,
explorando essas extensões podemos obter estimativas do atrator e da área de atração, que são
uniformes com respeito a lei de chaveamento, incluindo aqueles sistemas que não admitem função
de Lyapunov.

Neste artigo, propomos uma extensão do prinćıpio de invariância para uma classe geral de
sistemas não lineares positivos. A principal caracteŕıstica desta extensão é que a função escalar
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auxiliar não precisa ser positiva definida e o conjunto onde sua derivada é positiva deve ser
limitado somente em Rn

+.
No decorrer do texto consideramos int(Rn

+) = {x 2 Rn : xi > 0, 1  i  n} e Bd(Rn
+) =

Rn
+ � int(Rn

+).

2 Preliminares

Considere o sistema dinâmico autônomo não linear:

ẋ(t) = f(x(t)) (1)

onde x 2 Rn e f é uma função de classe C1. A solução de (1) com condição inicial x(t0) = x0

será denotada por '(t, x0).

Definição 1. Seja '(t, x0) a solução de (1) com condição inicial x(t0) = x0 para todo t � 0. O
conjunto !�limite de x0 é o conjunto:

!+(x0) = {p 2 Rn : 9{tn} com tn ! 1 quando n ! 1 talque '(tn, x0) ! p}.

Em [8] foi demonstrado o seguinte resultado a respeito das propriedades dos conjuntos limite.
Se a solução '(t, x0) de (1) é limitada para todo t � 0, então !+(x0) é um conjunto não-vazio,
compacto, conexo e invariante. Mais ainda, '(t, x0) é atráıda para !+(x0), isto é

lim
t!1

dist('(t, x0), !
+(x0)) = 0.

Considere as funções de classe C1, V, c : Rn
! R tais que �rV (x).f(x) � c(x), para todo

x 2 Rn e defina o conjunto A = {x 2 Rn : c(x) < 0}. Pelos resultados provados em [9], podemos
dizer que, se existe um número real l := supx2A V (x) tal que ⌦l = {x 2 Rn : V (x)  l} é
limitado, então toda solução limitada '(t, x0) de (1) é atráıda para B, em que B é o maior
conjunto invariante em {x 2 Rn : rV (x).f(x) = 0} [ ⌦l. Este resultado é a versão global da
extensão do prinćıpio de invariância para a classe de sistemas autônomos não lineares. Na versão
local deste resultado, é suposto a existência de um número real L > 0 tal que ⌦L = {x 2 Rn :
V (x) < L} é limitado. Então, se existe um número real el tal que supx2 eA V (x) = el < L, em

que eA = {x 2 ⌦L : c(x) < 0}, temos que toda solução iniciando em ⌦L é atráıda para o maior
conjunto invariante em {x 2 ⌦L : c(x) = 0}[{x 2 Rn : V (x)  el}. Versões uniformes em relação
aos parâmetros dos sistemas foram apresentadas em [10]. Na próxima seção será apresentada
uma extensão do prinćıpio de invariância para sistemas não lineares positivos com parâmetros
incertos.

3 Uma extensão do prinćıpio de invariância

Nesta seção, consideramos a seguinte classe de sistemas:

ẋ = f(x, �), (2)

em que � é o vetor de parâmetros do sistema que pertence ao conjunto compacto ⇤ ⇢ Rm,
x 2 Rn. O sistemas (2) é dito ser ⇤-positivamente invariante se, para todo x0 2 Rn

+ e para todo
� 2 ⇤, a solução '(t, x0, �) 2 Rn

+, 8t � 0. Uma condição suficiente e necessária para isso é:

8x 2 Bd(Rn
+) : xi = 0 =) fi(x, �) � 0 para todo � 2 ⇤.

Para um � 2 ⇤ fixado, podemos definir o conjunto !��limite como segue

!+
� (x0) = {p 2 Rn : 9{tn} com tn ! 1 quando n ! 1 tal que '(tn, x0, �) ! p}.
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Com o objetivo de apresentar uma extensão do prinćıpio de invariância para os sistemas ⇤-
invariante positivos, consideramos uma função de classe C1, V : Rn

⇥ ⇤ ! R, funções cont́ınuas
a, b, c : Rn

! R satisfazendo

a(x)  V (x, �)  b(x), 8(x, �) 2 Rn
⇥ ⇤ (3)

�rV (x, �).f(x, �) � c(x), 8(x, �) 2 Rn
⇥ ⇤, (4)

e os conjuntos

AL = {x 2 Rn
+ : a(x)  L}, BL = {x 2 Rn

+ : b(x)  L},

CL = {x 2 AL : c(x) < 0}, EL = {x 2 AL : c(x) = 0}. (5)

Teorema 1. Considere o sistema ⇤-invariante positivo (2). Vamos supor a existência de um
número real L tal que AL é não vazio e limitado. Mais ainda, supomos que existe ` 2 R tal que
sup

x2CL

b(x)  ` < L. Então, para qualquer � 2 ⇤ fixado:

(i) Se x0 2 B`, então '(t, x0, �) permanece em A` para todo t � 0. Portanto, '(t, x0, �) é
atráıdo para o maior conjunto invariante em A` quando t ! +1.
(ii) Se x0 2 int(BL � B`), então '(t, x0, �) é atráıdo para o maior conjunto invariante contido
em A` [ EL.

Demonstração. Para um � 2 ⇤ fixado e x0 2 Rn
+, seja [0, t+) o intervalo maximal de existência

da solução '(t, x0, �) do sistema ⇤-invariante positivo (2). Então, '(t, x0, �) 2 Rn
+, 8t 2 [0, t+).

(i) Primeiro, para um � 2 ⇤ fixado, consideramos que x0 2 B` ⇢ Rn
+ e supomos que existe t̄ 2

[0, t+) tal que '(t̄, x0, �) /2 A`. Uma vez que V ('(0, x0, �))  b('(0, x0, �))  ` e V ('(t̄, x0, �)) �

a('(t̄, x0, �)) > `, devido a positividade da trajetória da solução e a continuidade de V , temos
a existência de t⇤ tal que V ('(t⇤, x0, �)) = ` e b('(t, x0, �)) � V ('(t, x0, �)) > ` para todo
t 2 (t⇤, t̄), mas isso é uma contradição, pois �rV ('(t, x0, �), �).f(x, �) � c('(t, x0, �)) � 0 para
todo t tal que '(t, x0, �) /2 B` ✓ A`. Assim, '(t, x0, �) 2 A` para todo t 2 [0, t+) e t+ = +1.
Portanto, '(t, x0, �) é atráıda para o maior conjunto invariante em A`.
(ii) Agora, considere x0 2 int(BL � B`) e um � 2 ⇤ fixado. Se existe t̄ 2 (0, t+) tal que
'(t̄, x0, �) 2 B`, então o resultado seguirá da primeira parte desta demonstração. Caso contrário,
uma vez que CL ✓ B`, temos a('(t, x0, �))  V ('(t, x0, �), �)  V ('(0, x0, �), �)  b('(0, x0, �)) =
b(x0) < L para todo t 2 [0, t+) e então, '(t, x0, �) 2 BL ✓ AL. Assim, conclúımos que t+ = +1

e que existe r 2 R tal que V ('(t, x0, �), �) ! r quando t ! +1. Seja c 2 !+
� (x0), então existe

uma sequência tn ! 1 quando n ! +1 tal que '(tn, x0, �) ! c e, pela continuidade de V ,
temos que V ('(tn, x0, �), �) ! V (c). Assim, pela unicidade do limite V (c) = r, isto é, V (x) = r
para todo x 2 !+

� (x0) e então rV (x, �).f(x, �) = 0 em !+
� (x0). Portanto, a solução é atráıda

para o maior conjunto invariante em EL.

O próximo resultado apresenta uma versão global do Teorema 1.

Teorema 2. (Versão Global) Considere o sistema ⇤-invariante positivo (2). Se para um
� 2 ⇤ fixado, existir ` 2 R tal que supx2C b(x)  ` em que C = {x 2 Rn

+ : c(x) < 0} , então:
(i) Se x0 2 B` então, toda solução limitada '(t, x0, �) permanece em A` para todo t � 0.
Portanto, '(t, x0, �) é atráıda para o maior conjunto invariante em A` quando t ! +1.
(ii) Se '(t, x0, �) é uma solução limitada para todo t � 0, então é atráıda para o maior conjunto
invariante em A` [ E, em que E = {x 2 Rn

+ : c(x) = 0} .

Demonstração. Seja [0, +1) o intervalo maximal da solução limitada do sistema ⇤-invariante
positivo (2). Então, para todo � 2 ⇤, '(t, x0, �) 2 Rn

+, 8t 2 [0, t+) sempre que x0 2 Rn
+.

(i)A demonstração é análoga a demonstração do item (i) do Teorema 1.
(ii) Sabemos que C ⇢ B` ⇢ A`, então para todo (x, �) 2 (Rn

+�B`)⇥⇤ temos que rV (x, �).f(x, �) 

0. Se existe t̄ 2 R tal que '(t̄, x0, �) 2 B`, então a demonstração segue de (i). Agora, supomos
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que '(t, x0, �) é uma solução limitada para todo t � 0 e '(t, x0, �) /2 B` para todo t � 0. As-
sim, rV ('(t, x0, �), �) · f('(t, x0, �), �)  0 e portanto t 7! V ('(t, x0, �), �) é uma função não
crescente. Uma vez que V ('(t, x0, �), �) é limitada, existe r 2 R tal que V ('(t, x0, �), �) ! r
quando t ! +1. Seja c 2 !+

� (x0) então, existe uma sequência tn ! 1 quando n ! +1

tal que '(tn, x0, �) ! c e pela continuidade de V , temos que V ('(tn, x0, �), �) ! V (c).
Assim, pela unicidade do limite V (c, �) = r, temos V (x, �) = r para todo x 2 !+

� (x0) e
c(x)  �rV (x, �) · f(x, �) = 0 em !+

� (x0), isto é, c(x) = 0 para todo x 2 !+
� (x0). Uma vez

que !+
� (x0) é um conjunto invariante com respeito a (2), então a solução é atráıda para o maior

conjunto invariante em E`.

Corolário 1. Se consideramos que a : Rn
! R satisfaz a(x) ! 1 quando ||x|| ! 1 no

Teorema 2, então toda solução será atráıda para o maior conjunto invariante em A` [ E.

Demonstração. Por (i) da demonstração do Teorema 2, temos '(t, x0, �) 2 A` para todo t 2

[0, t+) sempre que x0 2 B`, em que [0, t+) é o intervalo maximal de existência da solução. Uma
vez que a é radialmente ilimitada, todo conjunto de ńıvel de a a é um conjunto limitado. Assim,
a solução é limitada e '(t, x0, �) 2 A` para todo t � 0. Agora, considere x0 2 Rn

+ tal que
x0 /2 B`, '(t, x0, �) /2 B` para todo t 2 [0, t+) e escolha L � b('(0, x0, �)). Vamos provar que
a solução '(t, x0, �) é limitada para todo t � 0. Na verdade, temos que V ('(0, x0, �)) 2 BL e
assim analogamente a demonstração (i) do Teorema 2 podemos dizer que '(t, x0, �) 2 AL para
todo t 2 [0, t+) (pois C ⇢ B` ✓ BL). Uma vez que AL é um conjunto limitado, então a solução
é limitada e '(t, x0, �) 2 AL para todo t � 0. Portanto, o que falta da demonstração segue da
segunda parte da demonstração do Teorema 2.

Observação 1. Se E ✓ A`, então toda solução '(t, x0) é atráıda para o maior conjunto in-
variante em A`. Neste caso, A` é uma estimativa do atrator do sistema ⇤-invariante positivo
(2).

Corolário 2. Seja A` =
Sm1

i=1 A`i, B` =
Sm2

i=1 B`i, e considere o conjunto D = {x 2 Rn :
rV (x, �).f(x, �) > 0, 8� 2 ⇤} tal que D =

Sm3
i=1 Di. Se existe j1 2 {1, ..., m1}, j2 2 {1, ..., m2},

j3 2 {1, ..., m3} e ` 2 R satisfazendo Dj3 ✓ B`j2
✓ A`j1

, tal que A`j1
é limitado e A`j1

\

(
Sm3

i 6=j3
Di) = ;, então a solução '(t, x0) com x0 2 int(B`j2

) é atráıda para o maior conjunto
invariante em A`j1

.

Demonstração. Supomos a existência de j1 2 {1, ..., m1}, j2 2 {1, ..., m2}, j3 2 {1, ..., m3} e
` 2 R satisfazendo Dj3 ✓ A`j1

✓ B`j2
. Seja a solução '(t, x0) com x0 2 int(B`j2

), então a
demonstração deste corolário é análoga a primeira parate da demonstração do Teorema 1.

No próximo exemplo numérico, analisaremos o comportamento assintótico de (6) admitindo
a existência de uma incerteza de ±3% no parâmetro ↵. Note que, embora consideramos este
pequeno erro, os pontos de equiĺıbrio do sistema (6) mudam de acordo com o parâmetro � 2 ⇤
fixado. Mesmo assim, mostraremos que a estimativa do atrator não dependerá do valor de ↵.

Exemplo 1. Considere o seguinte sistema:

⇢
ẋ = ↵�x + (� � ↵)x2

� �xy � x3,
ẏ = ⇣y + xy.

(6)

com ⇤ = {� = (↵, �, �, ⇣) 2 R4 : � = 3, � = 0.5, ⇣ = 2.1 e 0.97  ↵  1.03}. Escolhendo a
função V da seguinte forma:

V (x, y, �) = 1.35(18.93(x � 2.1)4 � 36.34(x � 2.1)3(y � d) � 31.73(x � 2.1)3

+ 113.7(x � 2.1)2(y � d)2 + 363.4(x � 2.1)2(y � d) + 270.2(x � 2.1)2

+ 63.09(x � 2.1)(y � d)2 + 102.7(x � 2.1)(y � d) � 0.9347(x � 2.1)

+ 63.89(y � d)3 + 138.5(y � d)2 + 18.43(y � d)), (7)
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em que d = 1.8(2.1 � ↵) 2 [1.926, 2.034], temos que o conjunto D é compacto em R2
+ (veja a

região pontilhada na Figura 1. Assim, escolhendo ` = 28 e

a(x, y) = 0.86(18.93(x � 2.16)4 � 36.34(x � 2.16)3(y � 2.01) � 31.73(x � 2.16)3 +

113.7(x � 2.16)2(y � 2.01)2 + 363.4(x � 2.16)2(y � 2.01) + 270.2(x � 2.16)2 +

63.09(x � 2.16)(y � 2.01)2 + 102.7(x � 2.16)(y � 2.01) � 0.9347(x � 2.16) +

63.89(y � 2.01)3 + 138.5(y � 2.01)2 + 18.43(y � 2.01))

e

b(x, y) = 3.6(18.93(x � 2.19)4 � 36.34(x � 2.19)3(y � 1.98) � 31.73(x � 2.19)3 +

113.7(x � 2.19)2 ⇤ (y � 1.98)2 + 363.4(x � 2.19)2(y � 1.98) + 270.2(x � 2.19)2 +

63.09(x � 2.19)(y � 1.98)2 + 102.7(x � 2.19)(y � 1.98) � 0.9347(x � 2.19) +

63.89(y � 1.98)3 + 138.5(y � 1.98)2 + 18.43(y � 1.98)),

os quais asseguram a inclusão da componente conexa D ✓ B28 ✓ A28, temos que, pelo Corolário 2,
a solução '(t, x0) com x0 2 B28 é atráıda para um conjunto invariante em A28, isto é, a solução
é atráıda para um ponto de equiĺıbrio contido no conjunto de pontos {(2.1, 1.8(2.1 � ↵)), 0.97 

↵  1.03}, como podemos ver na Figura 1.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

0.5

1

1.5

2

2.5

B28

A28

Figura 1: Componentes conexas dos conjunto de ńıvel de A28, B28, solução '(t, x0) com ↵ = 1.03
e x0 = (2.16, 1.7) (curva pontilhada), e '(t, x0) com ↵ = 1 e x0 = (2.3, 1.7) do Exemplo 1.

4 Conclusão

Neste trabalho foi apresentada uma extensão uniforme do prinćıpio de invariância para a
classe de sistemas positivos com parâmetros incertos, a qual é capaz de fornecer estimativas de
conjuntos atratores e suas respectivas áreas de atração, mesmo quando a derivada da função
auxiliar V assume valores positivos. O termo uniforme significa que as estimativas do atrator
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e da área de atração não dependem dos parâmetros incertos do sistema. Trabalhos futuros
irão propor condições de estabilidade menos conservadoras, por considerar as propriedades de
algumas classes de sistemas positivos, como por exemplo, os sistemas cooperativos.
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Resumo: O controle inflacionário tem ganhado muita importância nos estudos econômicos
nas últimas décadas, principalmente devido a adoção de metas para inflação a partir da década
de 90, utilizada como poĺıtica monetária por diversos páıses. Para fazer uma análise da inflação,
uma medida que separa componentes persistentes e transitórios de um ı́ndice de inflação tem se
mostrado importante. Na literatura, esta medida é conhecida como Núcleo de Inflação. Neste
trabalho, são propostos Núcleos de Inflação baseados em wavelets das famı́lias Daubechies e
Symlets, sendo utilizadas Redes Neurais para previsão da inflação para diversos horizontes de
tempo. Para melhores resultados, são incorporados aos núcleos de inflação outros indicadores: a
variação percentual mensal do Ibovespa, da confiança do consumidor e do ı́ndice de expectativas
futuras. Os resultados de previsão utilizando wavelets são comparados com as previsões obtidas
a partir dos Núcleos de Inflação utilizados pelo Bacen. Conclui-se que os núcleos baseados em
wavelets apresentam um resultado superior quando comparado com os núcleos oficiais.
Palavras-chave: Inflação, Núcleo de Inflação, previsão, Redes Neurais.

1 Introdução

A inflação, embora um fenômeno bem retratado, suscitou discussões ao longo das últimas
décadas devido o seu grande impacto em todas as esferas da sociedade, desde do planejamento
familiar até a alocação de recursos de agentes financeiros e estatais. O controle inflacionário
ganhou importância nos estudos econômicos, principalmente a partir dos anos 60, com vários
casos de hiperinflação. No ińıcio da década de 90, vários páıses adotaram metas para a inflação,
entre eles Austrália e Nova Zelândia [14]. Nestes páıses, aliado ao uso de estratégia de controle
inflacionário, foi incorporado o uso do Núcleo de Inflação, uma ferramenta que possibilita o
acompanhamento da inflação desconsiderando rúıdos de curto prazo.

O Núcleo da Inflação representa tanto uma tendência, quanto um indicador da inflação
futura. Assim, a inflação pode ser descrita através de uma componente persistente, o núcleo,
e outra transitória, que representa um rúıdo [5, 7, 14]. Matematicamente, podemos descrever a
inflação como

⇡t = ⇡⇤
t + ✏t, (1)

onde ✏t é a volatilidade presente no ı́ndice cheio, que representa uma transitoriedade do ı́ndice
de inflação, ⇡t, que quando descartada resta apenas o Núcleo de Inflação, ⇡⇤

t . O problema
do cálculo do Núcleo de Inflação está justamente em como separar estes dois componentes, o
permanente e o transitório. Não há consenso sobre o que constitui um Núcleo de Inflação ideal,
mas normalmente utiliza-se um conjunto de critérios para avaliá-los, em que deve satisfazer ao
menos estes: redução de volatilidade e capacidade preditiva da inflação [3, 5, 12].

Neste trabalho, são propostos núcleos de inflação baseado em wavelets que, embora seja
uma ferramenta importante para a decomposição da inflação e construção do núcleo, não possui
grande capacidade preditiva. Desta forma, adota-se as Redes Neurais para geração de previsões,
uma vez que possibilitam o tratamento de dados altamente complexos sem a descrição de um

Anais do I Encontro Regional de Matemática Aplicada e Computacional do Vale do Itajaí(ERMAC-2019), Blumenau-SC

Página 103
ISBN: 978-65-80460-31-1



modelo anaĺıtico espećıfico [1,9]. Ademais, é posśıvel tornar a previsão da inflação mais acurada
com a incorporação no modelo de outros indicadores como, por exemplo, a expectativa e a
confiança do mercado. Para verificar o desempenho do modelo proposto, os núcleos baseados em
wavelets tem o resultado de predição comparados com os núcleos de inflação oficiais brasileiros:
os núcleos por exclusão da série IPCA-EX, o de dupla ponderação (IPCA-DP) e o de médias
aparadas (IPCA-MA) [14]. Ainda que haja estudos que utilizem wavelets para o cálculo do
núcleo de inflação [2, 5, 8, 10], destaca-se que a utilização conjunta de wavelets e Redes Neurais
não foi encontrada na literatura.

Este trabalho está dividido em: Seção 2 e 3 apresentam o arcabouço teórico para o desen-
volvimento do modelo, cujos resultados são apresentados na Seção 4 e, em seguida, são tecidas
algumas considerações finais na Seção 5.

2 Wavelets

Wavelets são famı́lias de bases ortonormais que podem ser usadas para representar funções.
Desde o surgimento da técnica, wavelets têm sido usadas com êxito em várias aplicações para
remover rúıdos e desvelar o verdadeiro sinal. Em L2(R), bases de wavelets são obtidas através
de translações e dilatações de uma função escala  , em que os elementos da base são:

 a,b(t) =
1

p
a
 

✓
t � b

a

◆
, a > 0, (2)

com a e b representando os parâmetros de escala e de translação, respectivamente. Na forma
discreta, a wavelet é escrita como

 m,n(t) =
1

am/2
0

 (a�m
0 t � nb0), (3)

onde m e n tem a mesma função que a e b na Equação 2, com a = am
0 , m 2 Z e a0 6= 1; e

b = nb0am
0 , n 2 Z. Para reescrever a série temporal como uma representação multirresolução

(decomposição das funções em componentes de diferentes volatidades), define-se os coeficientes
de detalhe e de aproximação. O coeficiente de detalhe é dado por

Tm,n =

Z 1

�1
f(t) m,n(t)dt, (4)

e o coeficiente de aproximação,

Sm,n =

Z 1

�1
f(t)�m,n(t)dt. (5)

A aproximação na escala m é definida por

fm(t) =
1X

n=�1
Sm,n�m,n(t) (6)

e os detalhes,

dm =
1X

n=�1
Tm,n m,n(t). (7)

Desta forma, é posśıvel reescrever uma série temporal como a soma da aproximação e dos
detalhes, em que

f(t) = fm0(t) +
m0X

m=�1
dm(t). (8)

Os detalhes dm são relacionados com os componentes de mais alta frequência da série tem-
poral (maior volatilidade) e fm, de mais baixa frequência (menor volatilidade) [6, 11, 13].
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3 Redes Neurais

As Redes Neurais são algoritmos com habilidade de aprendizagem, generalizando padrões que
podem ser utilizados na classificação e na predição [1,9]. Um Rede Neural pode ser representada
por um conjunto de neurônios, onde cada neurônio k realiza uma ponderação de suas entradas
e pode ser matematicamente representado por

uk =
mX

j=1

wkjxj , (9)

onde wkj é o peso utilizado pelo neurônio k para um dado de entrada xj . A resposta da Rede
Neural formada por um neurônio k, yk, é dada por

yk = �(vk), (10)

onde
vk = uk + bk, (11)

com bk representando um parâmetro associado com limiar de ativação do neurônio; e �(·) é
uma função de ativação, cuja finalidade é análoga às sinapses do neurônio: inibir ou excitar a
transmissão da informação quando é ultrapassado determinado limiar.

4 Resultados

O cálculo do núcleo de inflação baseado em wavelets foi conduzido da seguinte forma: a partir
do IPCA, foram calculadas decomposições em cinco ńıveis e, na reconstrução, foram mantidos
apenas três ńıveis de detalhes (frequências referentes ao peŕıodo até 16 meses). Desta forma, o
sinal torna-se mais suave e tende a representar a tendência da inflação. As wavelets utilizadas
são da famı́lia das Daubechies e Symlets, mais especificamente: db2, db4, db6, db8, db10, sym3,
sym4, sym6, sym8, sym10 [11]. Estas medidas de núcleo, então, foram utilizadas como dado de
entrada para uma Rede Neural, juntamente com a variação percentual mensal do Ibovespa, do
ı́ndice de confiança do consumidor e do ı́ndice de expectativas futuras. Tanto o IPCA, quanto
as medidas de núcleo de inflação oficiais, a confiança do consumidor e o ı́ndice de expectativa
futura utilizados neste trabalho foram obtidos no Sistema Gerenciador de Séries Temporais do
Bacen [4], sendo delimitadas no peŕıodo de julho de 2006 a janeiro de 2019.

A Rede Neural utilizada possui apenas uma camada escondida, conforme Figura 1, sendo
classificada como recorrente ou recursiva. Enquanto é utilizado um lag 12 para os núcleos de
inflação, o Ibovespa, a confiança e a expectativa, para o IPCA, é utilizado um lag de 4, isto é,
utilizando a representação temporal,

y(t) = �(y(t � 1), y(t � 2), y(t � 3), y(t � 4), x(t � 1), x(t � 2), . . . , x(t � 11), x(t � 12)). (12)

O algoritmo de aprendizagem adotado foi o SCG (Scaled Conjugate Gradient) e o Erro Quadrático
Médio (EQM) foi utilizado como critério de performance. Os dados foram divididos assim: 80%
foram utilizados para o treinamento, 10% para validação e 10% para teste. Para a sáıda, é uti-
lizado apenas um neurônio; na camada escondida, por sua vez, são utilizados n neurônios, com
n variando de 1 a 100, e a função linear saturada simétrica é adotada como função de ativação,
sendo esta representada por

�(vk) =

8
><

>:

�1, se vk  �1

vk, se � 1 < vk < 1

1, se vk � 1

. (13)
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Figura 1: Arquitetura da Rede Neural com n neurônios na camada escondida.

Tabela 1: Erro Quadrático Médio (EQM) e Coeficiente de Determinação (R2) da previsão gerada
pela Rede Neural de uma camada escondida.

Neurônios
EQM da Rede Neural EQM da Previsão

R2

Treino Validação Teste k+1 k+3 k+6 k+9 k+12

IPCA-EX0 33 0.0102 0.0735 0.0949 0.0251 0.0148 0.0082 0.0103 0.0084 0.6953
IPCA-EX1 66 0.0095 0.0784 0.0466 0.0202 0.0542 0.0304 0.0219 0.0163 0.7555
IPCA-EX2 56 0.0093 0.0633 0.0608 0.0199 0.0046 0.0111 0.0817 0.0612 0.7602
IPCA-EX3 56 0.0083 0.0760 0.0592 0.0203 0.0013 0.0174 0.0921 0.0704 0.7563
IPCA-DP 66 0.0045 0.0920 0.0686 0.0198 0.0051 0.0119 0.0999 0.0666 0.7622
IPCA-MA 66 0.0059 0.0962 0.0831 0.0228 0.0103 0.0065 0.0272 0.0175 0.7295

db2 15 0.0020 0.0243 0.0482 0.0089 0.0014 0.0012 0.0285 0.0258 0.8914
db4 61 0.0012 0.0368 0.0317 0.0079 0.0071 0.0193 0.0518 0.0471 0.9044
db6 69 0.0007 0.0202 0.0212 0.0047 0.0004 0.0126 0.0074 0.0246 0.9424
db8 45 0.0042 0.0310 0.0333 0.0099 0.0046 0.0015 0.0020 0.0014 0.8790
db10 69 0.0013 0.0192 0.0266 0.0057 0.0000 0.0045 0.0091 0.0195 0.9327
sym3 15 0.0020 0.0243 0.0482 0.0089 0.0014 0.0012 0.0285 0.0258 0.8914
sym4 61 0.0010 0.0333 0.0310 0.0073 0.0166 0.0196 0.0619 0.0571 0.9121
sym6 54 0.0012 0.0286 0.0204 0.0059 0.0002 0.0002 0.0002 0.0021 0.9290
sym8 56 0.0042 0.0208 0.0140 0.0068 0.0025 0.0023 0.0061 0.0078 0.9172
sym10 37 0.0024 0.0290 0.0141 0.0063 0.0007 0.0031 0.0027 0.0186 0.9228

A Tabela 1 apresenta os melhores resultados de performance, isto é, aqueles com menor
EQM, assim como o Coeficiente de Determinação (R2), uma medida de explicação do modelo
e seu ajustamento ao valor observado do IPCA. Para verificar a capacidade preditiva de cada
um dos modelos gerados pela Rede Neural, foram realizados testes para diversos horizontes de
tempo. Para cada um deles, a rede neural realiza testes em que os dados até o mês k são
utilizados na preparação da rede neural e, posteriormente, são realizadas previsões para um
(k + 1), três (k + 3), seis (k + 6), nove (k + 9) e doze meses (k + 12).

Primeiramente, em relação ao número de neurônios, é posśıvel perceber que as redes neurais
necessitaram mais de 30 neurônios para gerar o melhor resultado. Dentre as exceções, o núcleo
db2 e o sym3 que necessitaram apenas 15 neurônios para uma capacidade de explicação do
modelo de 89.14%. Nenhum dos núcleos ultrapassou 70 neurônios, sendo que a maioria dos
melhores resultados estão concentrados entre 50 e 70 neurônios.

Quanto à construção da rede neural, é posśıvel perceber que o EQM do treino foi inferior a
0.01 para todos os núcleos, com exceção do IPCA-EX0; da validação, inferior a 0.10, onde os
maiores erros são observados nas previsões geradas a partir dos núcleos de inflação oficiais; o
mesmo comportamento em relação à validação pode ser observado para o teste. Percebe-se que
a construção da rede neural com o uso dos núcleos de inflação baseados em wavelets proporciona
EQM menores que os núcleos oficiais.

Em relação à previsão, percebe-se mais uma vez que a previsão com a utilização dos núcleos
de inflação baseados em wavelets proporciona, em geral, melhores resultados. Para a previsão
de um mês, os três melhores resultados são db6, db10 e sym10; para três meses, db10, sym6 e
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Figura 2: Resultado da rede neural usando o núcleo de inflação baseado na wavelet db6. Em preto, o

IPCA e, em azul, a aproximação gerada pela rede neural: (a) aproximação da rede neural; em vermelho,

previsão para (b) três meses, (c) seis meses, (d) nove meses e (e) doze meses.

o IPCA-EX3; para seis meses, sym6, db2 e sym3; para nove meses, sym6, db8 e sym10; e para
doze meses, db8, sym6 e sym8. Percebe-se que há desempenho diferente para diversos horizontes
de tempo dependendo do núcleo utilizado.

Por fim, em relação à capacidade de explicação do modelo, percebe-se que os núcleos oficiais
possuiram um desempenho inferior aos dos núcleos baseados em wavelets: os primeiros não
conseguem explicar 80% do modelo, enquanto que os núcleos baseados em wavelets explicam mais
de 87%. O melhor resultado é o do núcleo db6, que consegue explicar 94.24% do peŕıodo analisado
(Figura 2). Percebe-se que, para peŕıodos com singularidades geradas por eventos d́ıspares, como
o aumento do preço da energia elétrica no ińıcio de 2015 e a greve dos caminhoneiros em maio
de 2018, puderam ser descritos pela rede neural; este fato deve-se à incorporação de indicadores
diversos ao núcleo da inflação.

5 Conclusão

Os resultados obtidos neste trabalho indicam que várias medidas de núcleo apresentadas pos-
suem um resultado mais satisfatório na predição da inflação que os núcleos de inflação oficiais;
tanto na construção da rede neural e na previsão, quanto na capacidade de explicação da série
temporal, é posśıvel perceber que os núcleos baseados em wavelets apresentam um desempenho
muito superior aos demais. Desta forma, há ind́ıcios que os núcleos de inflação baseados em
wavelets sejam mais apropriadas para a previsão e, consequentemente, para o aux́ılio no delinea-
mento das metas de inflação que as medidas atualmente utilizadas pelo Bacen. Estudos futuros
incluem novas arquiteturas de redes, com mais camadas escondidas, e também a utilização de
outros dados macroeconômicos para a predição da inflação.
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Referências

[1] A. K. Alexandridis, and A. D. Zapranis. Wavelet neural networks: with applications in
financial engineering, chaos, and classification. John Wiley & Sons, 2014.

[2] A. A. Denardin, A. Kozakevicius, A. A. Schmidt. Avaliação Da Medida De Núcleo De
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Resumo: A simulação computacional é uma ferramenta que permite avaliar o desempenho e 
consumo energético da edificação, desde que se obtenha um modelo que reproduza as suas 
reais condições. Ao se analisar um grupo de edificações, é conveniente aplicar métodos 
estatísticos de amostragem, buscando determinar um modelo representativo do grupo 
analisado. Tendo isso em vista, o objetivo do estudo foi definir um modelo representativo das 
habitações multifamiliares de interesse social localizadas no município de Joinville/SC, para 
uso em simulação computacional. No estudo, foi aplicado o método de amostragem não 
probabilística por julgamento. Primeiramente, realizou-se um levantamento das características 
construtivas de cinco habitações sociais existentes em Joinville, por meio dos projetos e 
memorial descritivo dessas habitações. Após isso, foi determinado o intervalo de confiança de 
95% para as variáveis quantitativas, utilizando a aproximação pela distribuição t de Student. 
Quanto às variáveis qualitativas, verificou-se a moda do conjunto de dados. Dessa forma, foi 
definido um modelo representativo para as habitações analisadas, que atendesse aos intervalos 
de confiança e as características qualitativas mais frequentes. Por fim, realizou-se a 
modelagem do projeto representativo no SketchUp, o qual será utilizado em simulações futuras. 
   
Palavras–chave: habitação de interesse social; modelo representativo; simulação 
computacional. 

 
1. Introdução 

 
O Programa Minha Casa Minha Vida foi uma iniciativa do governo federal, voltado para as 

famílias de baixa renda, buscando atender a demanda social por moradia [3]. No entanto, alguns 
autores afirmam que os projetos das habitações sociais construídas no âmbito do programa são 
padronizados, sem considerar as particularidades do clima local e o desempenho térmico da 
edificação [1, 8].  

Nesse sentido, torna-se necessária a análise do comportamento térmico e energético dessas 
habitações, possibilitando a implementação de medidas que proporcionem condições mínimas 
de conforto aos usuários. Tal análise requer o conhecimento de inúmeras variáveis, tendo em 
vista a sua complexidade e de modo que reflita o real desempenho da edificação. Dentre as 
ferramentas disponíveis, destaca-se a simulação computacional, que permite avaliar a eficiência 
energética para diferentes alternativas de projeto, bem como estimar o consumo de energia [9]. 

Nos casos em que a simulação do desempenho termoenergético envolve um grupo de 
edificações, é útil aplicar técnicas específicas de amostragem com a finalidade de determinar um 
modelo computacional, cujas características o tornam representativo do grupo analisado [4]. 
Assim sendo, a estatística é um instrumento fundamental para desenvolver pesquisas em 
diversas áreas (incluindo a engenharia), sobretudo quando há restrições de tempo, dinheiro e 
outros recursos [5]. 

Com base no exposto, este artigo tem como objetivo definir um modelo representativo das 
habitações multifamiliares de interesse social localizadas no município de Joinville/SC, para uso 
em simulação computacional. 
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2. Método 
 
Na presente pesquisa, adotou-se a técnica de amostragem não probabilística por 

julgamento, que compreende a seleção intencional de elementos para pertencer à amostra, com 
base no julgamento de que tais elementos sejam representativos da população [6, 12]. 

Sendo assim, foi definido um modelo representativo das cinco habitações multifamiliares 
de interesse social existentes em Joinville (Figura 1), mediante a caracterização dessas 
habitações em termos quantitativos e qualitativos, bem como análise estatística dos dados 
coletados.  

 

 
Figura 1: Habitações multifamiliares de interesse social de Joinville/SC 

 
O método descrito a seguir foi aplicado em estudos similares para amostras pequenas [13, 

14]. Salienta-se que são consideradas amostras pequenas aquelas em que o número de elementos 
é inferior a 30 [10]. Dessa forma, pode-se afirmar que a presente pesquisa atende as 
particularidades de aplicação do método.   

A primeira etapa da pesquisa envolveu o levantamento das características geométricas e 
construtivas das habitações sociais analisadas, de acordo com seus respectivos projetos e 
memorial descritivo, os quais foram disponibilizados pela instituição financeira Caixa 
Econômica Federal.  

Nessa etapa, foram levantadas características relacionadas à geometria da edificação, 
número total de blocos e unidades habitacionais (apartamentos), área dos ambientes e área útil 
da UH1, tipo e dimensões das aberturas, além dos materiais e componentes construtivos que 
compõem a envoltória (piso, parede e cobertura). 

Em seguida, realizou-se a classificação e análise estatística dos dados levantados, com o 
auxílio do software R versão 3.5.1 e interface RStudio. Para as variáveis quantitativas, 
referentes à área dos ambientes e área útil da UH, verificou-se a aderência dos dados à 

                                                      
1 Unidade Habitacional - UH 
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distribuição normal através do teste de Shapiro-Wilk. É importante ressaltar que, de modo geral, 
o teste de Shapiro-Wilk é o mais poderoso dentre outros testes de normalidade, tais como 
Kolmogorov-Smirnov, Lilliefors, Anderson-Darling e D’Agostino-Pearson [11, 7]. Por isso, 
optou-se por utilizar o teste em questão. 

Além dessas variáveis, considerou-se também o percentual de abertura para ventilação nos 
ambientes de permanência prolongada (sala e dormitórios). Esse percentual é obtido pelo 
cálculo da área das aberturas em relação a área do ambiente. 

Na sequência, foi realizada uma análise descritiva dos dados quantitativos, na qual foram 
calculados a média, desvio padrão e coeficiente de variação. Caso a suposição de normalidade 
fosse aceita, aplicou-se a aproximação pela distribuição t de Student, a fim de obter o intervalo 
de confiança de 95% para a média. Quanto às variáveis qualitativas, verificou-se a moda do 
conjunto de dados, ou seja, as propriedades das aberturas e envoltória que ocorriam com maior 
frequência. 

Por fim, dentre as HIS2 analisadas, averiguou-se aquela que atendia simultaneamente ao 
intervalo de confiança de 95% para as variáveis quantitativas e as caraterísticas mais frequentes 
das variáveis qualitativas. Outro critério utilizado foi a NBR 9.050 [2], uma vez que o modelo 
representativo também deveria atender à norma de acessibilidade. Foi elaborado então um 
checklist com as especificações de projeto contidas na norma.  

Ao final, realizou-se a modelagem da unidade habitacional representativa no programa 
SketchUp 2017 com o plug in Euclid 0.9.3, podendo ser utilizado posteriormente em simulações 
termoenergéticas no programa EnergyPlus.  

 
3. Resultados e Discussões 

 
A seguir, são apresentados os resultados do estudo no que se refere à definição do modelo 

representativo. Na etapa de coleta dos dados, foi possível levantar as principais características 
das HIS multifamiliares de Joinville/SC. Contudo, destaca-se que foram encontradas 
incongruências entre os projetos e o memorial descritivo das habitações. Nesses casos, foram 
consideradas as informações contidas nos projetos, visto que tais documentos foram utilizados 
durante a execução dessas habitações.  

A Tabela 1 mostra as características das habitações sociais multifamiliares existentes em 
Joinville/SC. Percebe-se que as habitações sociais analisadas são conjuntos habitacionais de 
grande porte, com diversos blocos e centenas de unidades habitacionais. Além disso, observa-se 
que o número de pavimentos em cada bloco varia entre 4 e 5. Na maioria dos casos, foram 
constatadas 4 unidades habitacionais por pavimento. As unidades habitacionais contavam com 
sala, cozinha, banheiro, dois dormitórios e área de circulação entre os dormitórios, em sua 
maioria. 

 

HIS UH Blocos Pavimentos 
por bloco 

UH por 
pavimento 

João Balício 100 3 5 8 
4 

Luiz Bernardo 280 14 5 4 
Maria da Graça 320 20 4 4 
Rubia Kaiser A e B 640 40 4 4 
Trentino I e II 784 49 4 4 
Total 2124 - - - 

Tabela 1: Características das habitações sociais de Joinville/SC 
 
Por meio da Tabela 2, é possível analisar a estatística descritiva, probabilidade de 

significância do teste de Shapiro-Wilk e intervalo de confiança de 95% para as variáveis 
quantitativas. Nota-se que, em geral, não houve uma variabilidade alta nos dados quantitativos 

                                                      
2 Habitação de Interesse Social - HIS 
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levantados. Com relação ao teste de Shapiro-Wilk, a probabilidade de significância (p-valor) foi 
superior ao nível de significância adotado (α=0,05) em todas as variáveis consideradas. 
Consequentemente, não há evidências para rejeitar a hipótese nula de que os dados são 
normalmente distribuídos e, portanto, a aproximação pela distribuição t de Student pode ser 
aplicada. Desse modo, foram determinados os limites inferior e superior do intervalo para cada 
variável quantitativa, com nível de confiança de 95%.  

As características mais frequentes das variáveis qualitativas são apresentadas na Tabela 3 e 
Tabela 4. Convém ressaltar que as propriedades das aberturas nos ambientes e composições dos 
componentes construtivos da envoltória eram semelhantes nas HIS, diferenciando-se entre si em 
poucos aspectos.  

 

Área (m²) Mínimo Máximo Média Desvio 
padrão 

Coeficiente 
de variação 

(%) 

P-valor 
(α=0.05) 

Intervalo de 
confiança (95%) Valores 

adotados Inferior Superior 
Sala 10,25 12,40 11,43 1,06 9,24 0,07 10,12 12,74 10,25 
Cozinha 5,82 7,87 6,84 0,96 14,08 0,24 5,65 8,04 7,02 
Dormitório 1 8,40 9,28 8,69 0,36 4,09 0,18 8,25 9,13 8,58 
Dormitório 2 6,72 7,62 7,24 0,37 5,10 0,64 6,78 7,69 7,08 
Banheiro 2,88 5,04 4,15 0,84 20,31 0,75 3,10 5,20 4,76 
Circulação 1,23 2,04 1,51 0,46 30,41 0,06 0,37 2,65 2,04 
Área útil UH 38,01 40,43 39,25 0,90 2,29 0,89 38,14 40,37 39,71 

 
Percentual 
de abertura 

(%) 
Mínimo Máximo Média Desvio 

padrão 

Coeficiente 
de variação 

(%) 

P-valor 
(α=0,05) 

Intervalo de 
confiança (95%) Valores 

adotados Inferior Superior 
Sala 5,57 17,59 13,42 0,05 36,10 0,29 7,40 19,43 15,13 
Dormitório 1 15,52 17,14 16,60 0,01 3,94 0,23 15,79 17,41 16,79 
Dormitório 2 18,90 21,43 19,94 0,01 5,18 0,62 18,66 21,22 20,34 

Tabela 2: Estatística descritiva e intervalo de confiança de 95% 
 

Aberturas 
(janela) 

Dimensões 
(cm) 

Área 
(m²) Tipo Material 

Sala 160x120 1,92 correr (2 folhas) esquadria de alumínio e 
vidro simples (3mm) 

Cozinha 100x100 1,00 correr (2 folhas) esquadria de alumínio e 
vidro simples (3mm) 

Dormitórios 120x120 1,44 correr (2 folhas) esquadria de alumínio e 
vidro simples (3mm) 

Banheiro 60x60 0,36 maxim-ar esquadria de alumínio e 
vidro simples (3mm) 

Tabela 3: Propriedades das aberturas 
 

Envoltória Composição  

Piso contato com o solo, laje e piso carâmico 

Parede 
alvenaria estrutural de bloco cerâmico 

(14x19x29cm), com revestimento 
interno/externo (2cm) e pintura 

Cobertura laje maciça de concreto (10cm) e telha 
de fibrocimento (6mm) 

Tabela 4: Composição da envoltória 
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Os valores adotados (Tabela 2) referem-se à habitação de interesse social definida como 

modelo representativo, cujas características atendiam aos limites do intervalo de confiança, 
propriedades das aberturas e composição da envoltória mais recorrentes, assim como às 
especificações da NBR 9.050.   

O modelo representativo possui 39,71m² de área útil e 3 ambientes de permanência 
prolongada (sala e 2 dormitórios), sendo que as dimensões dos ambientes são indicadas na 
Tabela 2. A planta baixa do modelo representativo é apresentada na Figura 2, enquanto que a 
modelagem geométrica pode ser visualizada na Figura 3. Ressalta-se que a planta baixa do 
modelo representativo atende às especificações da norma de acessibilidade, sendo acessível a 
pessoas em cadeira de rodas. 

 

 
Figura 2: Planta baixa do modelo representativo 
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Figura 3: Modelagem geométrica no SketchUp 

 
4. Conclusão 

 
 O método adotado permitiu definir um modelo para uso em simulação computacional de 

forma a representar adequadamente a população, considerando um nível de significância de 5%. 
Entretanto, é necessário destacar que os resultados obtidos podem ter sido afetados devido à 
certas limitações, como o tamanho da amostra.  

Na etapa de levantamento dos dados, verificou-se que os projetos das habitações sociais 
implementadas em Joinville seguem o mesmo padrão, apresentando poucas diferenças nas 
características construtivas e especificações dos materiais.  

 A partir do modelo representativo, será possível analisar o desempenho termoenergético 
dessas habitações em simulações futuras, utilizando o programa EnergyPlus. Além disso, 
pretende-se verificar os parâmetros mais influentes na eficiência energética do modelo, levando 
em consideração as. características climáticas locais. 
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Resumo: O estudo do comportamento sazonal do consumo de água é fundamental para o 
planejamento da demanda de água e criação de programas voltados à conservação desse 
recurso. Nesse sentido, o objetivo deste estudo foi verificar a existência de sazonalidade no 
consumo de água em residências unifamiliares de Joinville. Para isso, foram utilizados dados de 
consumo de água de 43 residências unifamiliares da cidade, constituindo uma amostra não 
probabilística por conveniência. A verificação da existência de sazonalidade no consumo de água 
foi efetuada pela aplicação dos testes ANOVA e Kruskal-Wallis. Com o auxílio do software R, 
foram realizadas análises estatísticas e concluiu-se que não existe a componente sazonal tanto 
nas séries temporais de consumo médio de água como nas medianas de consumo. Dessa forma, 
o consumo de água nas residências unifamiliares avaliadas não é influenciado pelos diferentes 
meses, estações e épocas do ano. 
 
Palavras–chave: Sazonalidade; Consumo de água; Joinville. 

 
1. Introdução 

 
A água é um dos recursos vitais mais importantes da Terra e o desenvolvimento de pesquisas 

nessa área tem sido amplamente impulsionado pelo crescimento populacional, desenvolvimento 
econômico e mudanças nos padrões de consumo. Fatores como esses irão elevar a demanda 
mundial de água em 20 a 30% até 2050 [3]. Consequentemente, a sua gestão e uso racional 
tornaram-se assuntos de relevância na criação de políticas públicas [22]. 

O abastecimento urbano é responsável por 23,8% da quantidade total de água retirada no 
Brasil, ficando atrás apenas do setor agrícola [1]. Em razão disso, uma compreensão aprofundada 
dos mecanismos que modelam o consumo doméstico de água permite a criação e implementação 
de estratégias, programas e políticas melhor orientados e mais eficazes na conservação desse 
recurso vital [12]. 

Analisar o consumo de água em edificações residenciais é primordial na gestão do uso da 
água em cidades. Acrescenta-se também que, na área predial, o uso racional de água tem papel 
fundamental na concepção de edifícios sustentáveis [21]. A economia alcançada pelos programas 
de gestão da demanda de água pode ter um impacto significativo sobre o sistema de abastecimento 
[20]. 

Como é difícil modelar uma série temporal em sua totalidade, considerando suas diversas 
componentes, é útil dividi-la em categorias para melhor entendimento. Tradicionalmente, a série 
temporal é desmembrada em quatro componentes: tendência, ciclo, sazonalidade e flutuação 
irregular [14]. 

Em geral, uma série exige comportamento periódico com período s quando similaridades na 
série ocorrem depois de s intervalos de tempo [2]. Assim, um padrão sazonal ocorre quando uma 
série temporal é afetada por fatores sazonais como a época do ano ou dias da semana [8]. 

A análise da componente sazonal em séries temporais já é implementada em muitos estudos 
relativos à água como previsão da demanda e qualidade da água [5,[4,[18,[23]. Desta forma, este 
artigo tem como objetivo verificar a existência de sazonalidade no consumo de água em 
residências unifamiliares de Joinville. 
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2. Método 
 
No presente estudo, adotou-se a edificação unifamiliar (casa e geminado) como unidade de 

amostragem para a coleta de informações. O procedimento utilizado foi a amostragem não 
probabilística por conveniência. Amostragem não probabilística compreende a seleção 
intencional de indivíduos dentro da população a fim de estabelecer uma amostra representativa 
do universo populacional [9,[10]. A amostra de conveniência é formada por elementos que o 
pesquisador reuniu por serem acessíveis [7], sendo obtida sem aleatoriedade sistemática [6]. A 
pesquisa consistiu na coleta de informações de 43 residências unifamiliares distribuídas em 25 
bairros da cidade de Joinville, de acordo com a Figura 1. 

 

 
Figura 1: Mapa de Joinville com a localização das residências estudadas 

 
O consumo de água de cada residência foi fornecido pela Companhia Águas de Joinville. A 

concessionária disponibilizou dados do período de outubro de 2014 até setembro de 2018, 
totalizando 48 meses de medição. Na análise estatística, em cada mês, foram consideradas a média 
e mediana do consumo de água das 43 casas, totalizando duas séries temporais. Isto porque 
pretende-se avaliar qual das duas medidas de tendência central melhor representará o conjunto de 
dados em análises futuras.  

Inicialmente, verificou-se a hipótese de normalidade do consumo de água aplicando o teste 
Shapiro-Wilk. Foi escolhido esse teste em função do seu poder em avaliar a aderência dos dados 
à distribuição normal [15].  

Os métodos de regressão são eficazes na análise de séries que podem apresentar sazonalidade 
determinística. O modelo de posto completo é dado por [13]: 

𝑍𝑡 = ∑ 𝛽𝑖𝑡𝑖
𝑚

𝑖=0

+ ∑ 𝛼𝑗𝐷𝑗𝑡

𝑛𝑗

𝑗=1

+ 𝛼𝑡 

Em que 𝑍𝑡 representa a variável resposta, 𝐷𝑗𝑡 são variáveis periódicas e  𝛼𝑗 e 𝛽𝑖 indicam os 
coeficientes estimados da regressão. Dessa forma, não existe sazonalidade determinística na série 
temporal se a hipótese nula de que todos os 𝛼𝑗 são nulos não for rejeitada, ou seja, se 𝐻0: 𝛼1 =
⋯ = 𝛼𝑛𝑗 = 0 não for rejeitada [13]. 

Foram então criados seis modelos de regressão considerando como variável dependente o 
consumo médio de água (y), sendo média (y1) e mediana (y2); e variáveis independentes 
qualitativas categóricas (x): meses do ano, sendo janeiro, fevereiro,...., dezembro (x1); estações 
do ano, sendo primavera, verão, outono e inverno (x2) e épocas semestrais do ano, sendo verão e 
inverno (x3). 
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Dado o modelo, a suposição de homocedasticidade da variância pode ser verificada pelos 
testes de Levene e Bartlett. O teste de Bartlett é o mais adequado nos casos em que a distribuição 
é normal. Já o teste de Levene é o melhor por ter baixa sensibilidade à não normalidade dos dados. 
Os testes avaliam a hipótese nula de que as variâncias são iguais 𝐻0: 𝜎1

2 = 𝜎2
2 = ⋯ = 𝜎𝑘

2 contra 
a hipótese alternativa 𝐻1: 𝜎𝑖

2 ≠ 𝜎𝑗
2 para pelo menos um par (𝑖, 𝑗) [19]. 

Ademais, dois testes formais para verificar a existência de sazonalidade na série são: teste 
ANOVA e o teste não-paramétrico de Kruskal-Wallis [13,[16].  No teste não paramétrico de 
Kruskal-Wallis, assume-se que os dados são provenientes de k amostras independentes 
𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑘 (𝑘 = 4 se a série é trimestral; 𝑘 = 12 se é mensal) de tamanho 
𝑛1, 𝑛2, … , 𝑛𝑘 respectivamente [11]. O teste é baseado na estatística: 

𝑊 =
12

𝑛(𝑛 + 1)
∑

𝑆𝑗
2

𝑛𝑗
− 3(𝑛 + 1)

𝑘

𝑗=1

 

Em que 𝑆𝑗 representa a soma dos ranks das observações da amostra 𝐴𝑗 dentre a amostra total 
de 𝑛 = ∑ 𝑛𝑗

𝑘
𝑗=1  observações. Essa estatística segue a distribuição qui-quadrado com 𝑘 − 1 graus 

de liberdade. O software escolhido para tratamento e análise dos dados foi o R versão 3.5.1, com 
auxílio da interface RStudio [17]. O nível de significância adotado foi 5%. 

 
3. Resultados e discussão 

 
Nesta seção, são apresentados os resultados do estudo das séries temporais de consumo de 

água, além da verificação da presença de sazonalidade. Primeiramente, foi realizado um estudo 
preliminar observando o comportamento das séries no período de outubro de 2014 a setembro de 
2018. Como ilustra a Figura 2, as séries de média e mediana possuem um comportamento estável 
ao longo dos anos, ou seja, não apresentam tendência reconhecível.  

 

 

 
Figura 2: Gráfico de série temporal das médias e medianas do consumo de água (m³) 
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Em relação às características da amostra, a Tabela 1 apresenta a estatística descritiva das 

séries temporais de média e mediana do consumo bruto de água, em m³ por mês. 
 

Variável Mínimo 1º Quartil Mediana Média 3º Quartil Máximo Desvio 
padrão 

Consumo bruto 
(m³/mês) - Médias 14,24 15,02 15,54 15,57 16,01 17,48 0,768 

Consumo bruto 
(m³/mês) - Medianas 13,00 14,00 14,50 14,40 15,00 17,00 0,850 

Tabela 1: Estatística descritiva da variável dependente consumo bruto 
 
A análise gráfica da Figura 3 revela uma alta variabilidade no consumo bruto de água 

considerando os diferentes meses do ano. Por exemplo, em janeiro (2015 a 2018), o consumo 
mediano de água estava próximo de 16,2m³. Já nos meses de junho e julho do período 
considerando, a mediana diminuiu para 14,8m³ e novamente o consumo voltou a ficar próximo 
de 16m³ em agosto, mantendo-se superior a 15m³ até dezembro.  

 

 

 
Figura 3: Boxplots do consumo médio e mediano de água (m³) em relação aos meses do 

ano 
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Com o intuito de averiguar as suposições de normalidade, a Figura 4 apresenta o histograma 

da variável dependente consumo de água, considerando a média e mediana das 43 residências. 
Ao se observar os histogramas (Figura 4), percebe-se que as médias do consumo de água 
apresentam indícios de serem superiores às medianas, possivelmente influenciados por valores 
altos de consumo. A aplicação do teste de normalidade Shapiro-Wilk relevou que os dados de 
consumo médio de água atenderam à suposição de normalidade (p-valor = 0,277). 

 

 
Figura 4: Histograma das médias e medianas do consumo de água (m³) 

 
Todavia, ao considerar as medianas do consumo de água, o p-valor obtido foi de 0,020, 

demonstrando que a distribuição normal não era adequada para representar a amostra. Por esse 
motivo, a fim de avaliar a homocedasticidade da variância, foram aplicados o teste paramétrico 
de Bartlett e seu equivalente não paramétrico de Levene. Como resultado, as probabilidades de 
significância foram maiores que 0,05, sendo assim as variâncias das populações são iguais e a 
suposição de homocedasticidade das variâncias foi atendida (Tabela 2). 

Utilizou-se também a análise de variância (ANOVA) e o teste não paramétrico de Kruskal-
Wallis tendo em vista os seis modelos e o atendimento à suposição de normalidade. De acordo 
com a Tabela 2, em todas as situações, a probabilidade de significância (p-valor) resultante foi 
superior a 0,05, ou seja, não há evidências para rejeitar a hipótese nula de que tanto a série de 
consumo médio de água como a de medianas não possuem sazonalidade determinística, seja 
considerando os meses, estações ou semestres do ano.  

 

Variável resposta  Fator Variância 
Valor p 

Sazonalidade 
Valor p 

Consumo bruto em 
m³/mês  
Médias (y1) 

Meses do ano (x1) 0,3685 a 0,3615 c 
Estações do ano (x2) 0,8408 a 0,2517 c 
Épocas semestrais do ano (x3) 0,6876 a 0,3370 c 

Consumo bruto em 
m³/mês   
Medianas (y2) 

Meses do ano (x1) 0,9308 b 0,5110 d 
Estações do ano (x2) 0,5194 b 0,4266 d 
Épocas semestrais do ano (x3) 0,7884 b 0,6363 d 

a – Bartlett       b – Levene      c – ANOVA       d – Kruskal-Wallis 
Tabela 2: Probabilidades de significância da ANOVA e dos testes Bartlett, Levene e 

Kruskal-Wallis 
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4. Conclusões 

 
 A análise de sazonalidade do consumo de água é fundamental uma vez que permite verificar 

a existência de padrões de consumo de acordo com as diferentes épocas do ano, auxiliando as 
empresas de abastecimento de água no planejamento adequado da demanda. 

Pela análise estatística, o consumo de água nas residências unifamiliares não possui 
tendência de crescimento ou decrescimento. Além disso, concluiu-se que as séries temporais não 
apresentaram a componente sazonalidade, ou seja, o consumo de água nas residências 
unifamiliares analisadas não é influenciado pelos diferentes meses, estações e épocas do ano. 

Por fim, essa pesquisa representa um passo inicial no estudo do consumo de água em 
residências unifamiliares da cidade de Joinville e pode ser útil para governos locais na criação de 
políticas sustentáveis. 

 
Referências 
 
[1] ANA – Agência Nacional de Águas, “Conjuntura dos recursos hídricos no Brasil 2018: 
relatório pleno”, Brasília: ANA, 2018. 72 p. Disponível em: <http://arquivos.ana.gov.br/portal/ 
publicacao/Conjuntura2018.pdf>. Acesso em: 22 mar. 2019. 
 
[2] Box, George E.P.; Jenkins, Gwilym M.; Reinsel, Gregory C, “Time Series Analysis: 
forecasting and control”, 3. ed., New Jersey:  Prentice-Hall, 1994.  
 
[3] Burek, Peter; Satoh, Yusuke; Fischer, Günther; Kahil, Taher; Jimenez, Luzma Nava; Scherzer, 
Angelika; Tramberend, Sylvia; Wada, Yoshihide; Eisner, Stefanie; Flörke, Martina; Hanasaki, 
Naota; Magnusziewski, Piotr; Cosgrove, William; Wiberg, David, “Water futures and solution: 
Fast track initiative”, Áustria: IIASA, 2016. Disponível em: <http://pure.iiasa.ac.at/id/eprint/ 
13008/1/WP-16-006.pdf>. Acesso em: 18 abr. 2018. 
 
[4] Coelho, Marcelo; Fernandes, Cristovão Vicente Scapulatempo; Detzel, Daniel Henrique 
Marco; Mannich, Michael, Statistical validity of  water quality time series in urban watersheds, 
Brazilian Journal of Water Resources, Porto Alegre, vol. 22, n. 51, (2017). 
 
[5] Comunello, Ana Carla; Daminelli, Lais Marques; Bortolotti, Silvana Ligia Vincenzi, Análise 
e previsão da demanda de água no município de Medianeira-PR usando o modelo de Holt-
Wintersthematic, Revista Eletrônica Científica Inovação e Tecnologia, vol. 2, n. 8, pp. 10-19, 
(2013). 
 
[6] Devore, Jay L, “Probabilidade e Estatística para Engenharia e Ciências”, 8. ed., São Paulo: 
Cengage Learning, 2016.  
 
[7] Guimarães, Paulo Ricardo Bittencourt, “Métodos quantitativos estatísticos”, Curitiba: IESDE 
Brasil, 2012.  
 
[8] Hyndman, Rob J.; Athanasopoulos, George, “Forecasting: principles and practice”, Austrália: 
Springer, 2018. Disponível em: < https://otexts.org/fpp2/>. Acesso em: 04 nov. 2018. 
  
[9] Kelley, Kate; Clark, Belinda; Brown, Vivienne; Sitzia, John, Good practice in the conduct and 
reporting of survey research, International Journal for Quality in Health  Care, vol. 15, n. 3, pp. 
261-266, (2003).  
 
[10] Kothari, Chakravanti Rajagopalachari, “Research Methodology: Methods and Techniques”, 
Índia: New Age International, 2004.  
 

Anais do I Encontro Regional de Matemática Aplicada e Computacional do Vale do Itajaí(ERMAC-2019), Blumenau-SC

Página 122
ISBN: 978-65-80460-31-1



[11] Ladiray, Dominique; Quenneville, Benoit, “Seasonal Adjustment with the X-11 Method”, 
New York: Springer, 2001.  
 
[12] Makki, Anas A.; Stewart, Rodney A.; Beal, Cara D.; Panuwatwanich, Kriengsak, Novel 
bottom-up urban water demand forecasting model: Revealing the determinants, drivers and 
predictors of residential indoor end-use consumption, Resources, Conservation and Recycling, 
vol. 95, pp. 15-37, (2015).  
 
[13] Morettin, Pedro A.; Toloi, Clélia Maria de Castro, ”Análise de séries temporais” 2. ed., São 
Paulo: Blucher, 2006. 
 
[14] Nguyen, Linh; Novák, Vilém. Forecasting seasonal time series based on fuzzy techniques. 
Fuzzy Sets and Systems, vol. 361, pp. 114-129, (2019). 
 
[15] Öztuna, Derya; Elhan, Atilla Halil; Tüccar, Ersöz, Investigation of four different normality 
test in terms of type 1 error rate and power under different distributions, Turkish Journal of 
Medical Sciences, vol. 36, n. 3, pp. 171-176, (2006).  
 
[16] Portal Action, “Testes para sazonalidade determinística”, São Calos: Estatcamp, 2019. 
Disponível em: <http://www.portalaction.com.br/series-temporais/24-testes-para-sazonalidade-
deterministica>. Acesso em: 26 mar. 2019. 
 
[17] R Core Team, “R: A language and environment for statistical computing and graphics”, 
Version 3.5.1, Nova Zelândia: The R Foundation, 2018. Disponível em: <https://www.r-
project.org/>. Acesso em: 18 abr. 2018. 
 
[18] Sabino, Claudia Vilhena Schayer; Lage, Ludmila Vieira; Noronha, César Vinicius, Variação 
sazonal e temporal da qualidade das águas em um ponto do Córrego Gameleiras usando técnicas 
quimiométricas robustas, Engenharia Sanitária e Ambiental, vol. 22, n. 5, pp. 969-983, (2017). 
 
[19] Tufféry, Stéphane, “Data mining and statistics for decision making”. United Kingdom: John 
Wiley & Sons, 2011.  
 
[20] Willis, Rachelle M.; Stewart, Rodney A.; Giurco, Damien P.; Talebpour, Mohammad R.; 
Mousavinejad, Alireza, End use water consumption in households: impacto of socio-demographic 
factors and efficient devices, Journal of Cleaner Production, vol. 60, pp. 107-115, (2013).  
 
[21] Wong, L. T.; Mui, K. W., Epistemic water consumption benchmarks for residential buildings, 
Building and Environment, vol. 43, n. 6, pp. 1031-1035, (2006).  
 
[22] WWAP - World Water Assessment Programme, “The United Nations World Water 
Development Report 2018: Nature-based solutions for water”, Paris: UNESCO, 2018. 139 p. 
Disponível em: <http://unesdoc.unesco.org/images/0026/ 002614/261424e.pdf>. Acesso em: 06 
abr. 2018. 
 
[23] Xu, Guoce; Li, Peng; Lu, Kexin; Tantai, Zhan; Zhang, Jiaxin; Ren, Zongping; Wang, 
Xiukang; Yu, Kunxia; Shi, Peng; Cheng, Yuting, Seasonal changes in water quality and its main 
influencing factors in the Dan River basin. Catena, vol. 173, pp. 131-140, (2019). 
 
 

Anais do I Encontro Regional de Matemática Aplicada e Computacional do Vale do Itajaí(ERMAC-2019), Blumenau-SC

Página 123
ISBN: 978-65-80460-31-1





Uma avaliação dos métodos semi-empíricos de cálculo de pressão de 
falha de dutos corroídos 

 

Thiago M. Fernandes, João E. Abdalla Filho 
Departamento Acadêmico de Construção Civil, UTFPR 

81280-340, Curitiba, PR 
 E-mail: tfernandes@alunos.utfpr.edu.br, joaofilho@utfpr.edu.br 

 
Resumo: A corrosão é um dos maiores problemas causadores de falhas e estruturas de oleodutos 
e gasodutos. Métodos analíticos e computacionais foram desenvolvidos para calcular a pressão 
de ruptura de dutos sujeitos à corrosão externa. Este trabalho investiga o conservadorismo dos 
métodos semi-empíricos de cálculo de pressão de falha de dutos com defeitos curtos de corrosão. 
Modelos numéricos com defeitos de formato retangular e arredondado, baseados no método dos 
elementos finitos, são desenvolvidos e comparados com testes experimentais. Uma série de 
defeitos são modelados por meio da variação do comprimento do defeito com relações fixas de 
profundidade. É considerada a não linearidade do material para representar o seu 
comportamento constitutivo.  
 
1 Introdução 

 
Os dutos são importantes meios de transporte de materiais fluidos e sólidos e encontram-se, 

muitas vezes em locais de difícil acesso como em montanhas ou em regiões de vegetação densa.  
Considerado um dos principais defeitos em estruturas de oleodutos e gasodutos, a corrosão pode 
levar ao colapso da peça, provocando enormes desastres ambientais e sociais, além de perdas 
financeiras. A corrosão é uma forma de degradação que reduz a resistência da estrutura. Pode 
ocorrer nas superfícies internas e externas do tubo ou na emenda da solda. Neste caso, a redução 
de material na seção transversal resulta na perda de eficiência operacional e de segurança da 
tubulação [3]. 

Alguns métodos semi-empíricos como o ASME B31G [2], 0,85dL [4], proposto por Kiefner 
e Vieth, DNV RP-F101 [6] e PCORRC [4], foram desenvolvidos para calcular a pressão de falha 
de dutos com defeitos de redução de espessura da parede. Tais procedimentos, são métodos de 
solução semi-empírica que derivam de princípios de mecânica dos sólidos, experimentos físicos 
até a ruptura, e também via simulações por elementos finitos. Procedimentos analíticos são fáceis 
de usar e são rotineiramente aplicados por engenheiros, a fim de decidir se o defeito de corrosão 
é crítico [1]. A análise por simulações computacionais via elementos finitos também tem sido 
usada como uma ferramenta para desenvolver soluções mais precisas da capacidade de carga para 
dutos com defeitos de corrosão. Em muitos casos, a solução numérica pode ser mais simples que 
através de métodos analíticos. 

 
2 Métodos semi-empíricos 
 

Os métodos foram desenvolvidos por meio da simplificação dos defeitos de corrosão. Ou 
seja, são considerados superfícies de geometrias retangulares ou parabólicas, desprezando a 
rugosidade do defeito. A expressão geral para cálculo da pressão de falha de defeitos com redução 
da espessura da parede do duto é definida em (1), (2), (3), (4): 

 
 

𝑃𝑓 = 𝑃𝑖 [
1 − 𝛼 𝐴𝐴0
1 − 𝐴

𝐴0
𝑀−1

] (1) 
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 𝐴 = 𝐿. 𝑑 (2) 
 

 𝐴0 = 𝐿. 𝑡 (3) 
 

 
𝑃𝑖 =

𝜎𝑦. 2𝑡
𝐷

 
(4) 

 

A visão geral esquemática do duto com defeito submetido à pressão interna é apresentada na 
Figura 1. 

 
Figura 1: Visão esquemática geral do duto com defeito submetido à pressão interna. 

 
Onde 𝑃𝑓 é a pressão de falha do duto corroído; 𝑃𝑖 é a pressão interna do duto; 𝐴 é a área de 
projeção do defeito em um plano longitudinal através da espessura da parede; 𝐴0 é a área 
longitudinal do duto original na seção do defeito; 𝐴0 é o fator de abaulamento da folia, referente 
ao comprimento do defeito; 𝐿 é comprimento do defeito; 𝑑 é a profundidade máxima do defeito; 
𝑡 é a espessura da parede do duto; 𝛼 é um fator empírico referente ao formato da profundidade 
defeito (α=1 para formato retangular, α=2/3 para formato parabólico, α=0,85 para de formato 
intermediário entre retangular e parabólico; 𝜎𝑦 é a tensão de escoamento do material e 𝐷 é o 
diâmetro externo do duto. 
 
2.1 Método ASME B31G 
 

Por meio de ensaios experimentais, estabeleceu uma área projetada da corrosão em formato 
parabólico escrito no defeito, assim como considera a tensão de escoamento, σy, em sua 
formulação.  

O método estabelece o limite para defeitos curtos de acordo com (5) e o cálculo da pressão 
de falha em (6) e (7): 

 𝐿 ≤ √20𝐷𝑡 (5) 
 

 
𝑃𝑓 = 1,1 × 𝜎𝑦 ×

2𝑡
𝐷
×

1 − 23 (
𝑑
𝑡)

1 − 23 (
𝑑
𝑡)𝑀

−1
 (6) 

 

 
𝑀 = √1 + 0,8 (

𝐿2

𝐷𝑡)
 (7) 
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2.2 Método B31G Modificado ou 0,85 dL  
 

Devido ao conservadorismo do B31G, algumas modificações foram introduzidas na equação 
original. O método 0,85 dL considera o formato intermediário entre retangular e parabólico para 
o defeito. Assim como o método ASME B31G, o 0,85dL também considera a tensão de 
escoamento, σy, em sua formulação.  

Este método altera o limite para defeitos curtos em (8) e a pressão de falha é calculado por 
(9) e (10): 
 𝐿 ≤ √50𝐷𝑡 (8) 

 
 

𝑃𝑓 = (𝜎𝑦 + 68,95) ×
2𝑡
𝐷
×

1 − 0,85 (𝑑𝑡)

1 − 0,85 (𝑑𝑡)𝑀
−1

 (9) 

 

 
𝑀 = √1 + 0,6275(

𝐿2

𝐷𝑡)
− 0,003375(

𝐿2

𝐷𝑡)
2

 (10) 

 
2.3 Método DNV RP-F101 
 

Este método considera o defeito de formato retangular e a tensão última, σu, como 
controladora da pressão de falha. Para qualquer tipo de defeito de corrosão, a pressão de falha é 
determinada de acordo com (11) e (12):  

 
𝑃𝑓 = 1,05 × 𝜎𝑢 ×

2𝑡
𝐷 − 𝑡

×
1 − (𝑑𝑡)

1 − (𝑑𝑡)𝑀
−1

 
 

(11) 

 

 
𝑀 = √1 + 0,31(

𝐿2

𝐷𝑡)
 (12) 

 

2.4 Método PCORRC 
 

Formulação baseada em elementos finitos, o PCORRC é um método analítico que, assim 
como o método DNV RP-F101, considera a tensão última, 𝜎𝑢, como determinante na pressão de 
falha em dutos com defeitos de corrosão.  

Para qualquer tipo de defeito, a pressão de falha é determinada por (13): 
 

 

𝑃𝑓 = 𝜎𝑢 ×
2𝑡
𝐷
×

{
 

 
1 −

𝑑
𝑡
[
 
 
 
1 − 𝑒𝑥𝑝

(

 −0,157
𝐿

√𝐷2 (𝑡 − 𝑑))

 

]
 
 
 

}
 

 
 

 
   (13) 

   
3 Metodologia 
 
3.1 Material  

 
Em 2003, Choi et. al. [5] publicaram um artigo baseado em uma série de testes de ruptura 

para dutos corroídos de diferentes geometrias feitos de aço API5L-X65 com as seguintes 
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características: 𝐷 = 762 mm, 𝑡 = 17,5 mm, módulo de elasticidade 𝐸 = 203 GPa; coeficiente de 
Poisson 𝜐 = 0,3,  𝜎𝑦 = 468 MPa, 𝜎𝑢 = 673 MPa. O mecanismo de falha foi controlado pelo 
colapso plástico em todos os testes. No presente trabalho, é utilizado o mesmo material, API5L-
X65, utilizado por Choi et. al. É considerada a não linearidade do material para representar o seu 
comportamento constitutivo. A Figura 2 apresenta a curva Tensão x Deformação do aço X65.   
 

 
Figura 2: Curva Tensão x Deformação do aço X65 [9]. 

 
3.2 Geometria do defeito 
 

A partir da tensão efetiva de Von Mises, Choi et. al. [5] observou que para defeitos de 
profundidades de formatos retangulares, a tensão de referência foi determinada como sendo 90% 
da tensão última do material. 

Krujv [7] analisou numericamente defeitos de cantos retangulares e arredondados e observou 
uma melhor aproximação dos resultados com defeitos de canto arredondado. Neste trabalho, é 
modelado defeitos de profundidades retangulares. Em relação à superfície do defeito, é 
comparado os modelos de canto retangular e de canto arredondado, tendo como referência os 
ensaios realizados por Choi et. al. Os formatos superficiais do defeito são apresentados na Figura 
3. As análises numéricas são realizadas por meio do software ANSYS, versão 19.1. 

 
Figura 3: Formato superficial de canto retangular e canto arredondado. 

 
A Tabela 1 apresenta a relação entre a pressão de falha dos modelos de canto retangular e de 

canto arredondado com os ensaios de Choi et.al. Os resultados mostram uma melhor aproximação 
entre as soluções numéricas com modelos de cantos arredondados. 

 

                              
Tabela 1: Comparação da solução numérica com os ensaios experimentais. 
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3.3 Discretização do modelo 
 

Há dois planos de simetria no modelo. Os planos de simetria representam uma simplificação 
da malha, que reduz o esforço computacional e diminui o tempo de solução do problema. Na 
discretização do modelo do duto, é utilizado o elemento de casca SHELL181, que tem como 
característica quatro nós com seis graus de liberdade em cada nó. Os elementos de casca são 
bidimensionais, porém aceitam a inclusão de uma espessura. Na região do defeito, a malha é mais 
refinada. Ao longo do duto íntegro, os elementos variam de tamanho e não necessitam ser muito 
refinados conforme vai se distanciando do defeito. A Figura 4 apresenta a discretização do modelo 
e suas condições de contorno. 

          

Figura 4: Discretização do modelo e condições de contorno. 
 
 

� CC1 e CC3 – Pela condição do plano de simetria, estas duas linhas são restringidas na 
direção X. 

� CC2 – Pela condição do plano de simetria, esta linha é restringida na direção Z. 
� CC4 – Para não haver deslocamento de corpo rígido, esta linha é restringida na direção 

Y. 
� CC5 – Uma pressão uniforme linear é aplicada para simular o efeito de um tampo 

físico. Esta pressão vale -177,47784 𝑃𝑖, onde 𝑃𝑖  é a pressão interna. 
 
4 Resultados e Discussões 
 

O material de estudo, duto da classe API-X65, cujas propriedades são módulo de Young        
E = 203 GPa; coeficiente de Poisson 𝜐 = 0,3; tensão de escoamento  𝜎𝑦 = 468 MPa e tensão 
última 𝜎𝑢 = 673 MPa, baseadas no ensaio de Choi et. al. Dutos com diâmetro de 323,9 mm e 
parede com espessura de 8,4 mm são considerados. A pressão de falha é analisada a partir de uma 
relação d/t fixa, variando o comprimento em um intervalo de defeitos curtos de relação 𝐿

√20𝐷𝑡
  

variando de 0,2 a 1. Tal relação é considerada, pois abrange todo o limite para defeitos curtos. 
São estabelecidas as relações d/t iguais a 30%, 66%, 78% e 80%, apresentadas nas Figuras 4-7. 
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Figuras 5-8: Pressão de falha para as relações d/t de 30%, 66%, 78% e 80% variando o 
comprimento do defeito 
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De acordo com a Figura 5, para defeitos com profundidade de 30% em relação à espessura do 
duto, o método DVN RP-F101 e o método PCORRC são pouco conservadores, para qualquer 
comprimento de defeito. Já o método B31G e o método 0,85dL, apresentam valores próximos aos 
resultados numéricos para os diferentes comprimentos de defeito, sendo são mais seguros para 
defeitos de baixa profundidade. 

Para defeitos com profundidade de 66%, a Figura 6 mostra que os métodos DNV RP-F101 e 
PCORRC continuam sendo pouco conservadores para defeitos de pequeno comprimento, no 
entanto, ao aumentar esse comprimento, se tornam mais conservadores que o método B31G. O 
método 0,85dL se apresenta com valores mais próximos aos resultados numéricos para qualquer 
comprimento do defeito. 

Para as profundidades de 78% e 80%, as Figuras 7 e 8 mostram que o método DNV RP-F101 
e o método PCORRC continuam sendo pouco conservadores para defeitos de pequeno 
comprimento, mas se tornam mais conservadores que os métodos B31G e 0,85dL com o aumento 
desse comprimento. O método B31G assume um patamar pouco conservador, com pressão de 
falha relativa muito maior que os outros métodos com o aumento do comprimento do defeito. 

 
5 Conclusão 
 

Este trabalho investiga por meio de análise computacional métodos semi-empíricos de 
cálculo de pressão de falha em dutos sujeitos à corrosão externa. Os métodos B31G e 0,85dL são 
conservadores para defeitos curtos e rasos, porém, para defeitos profundos e compridos, são 
contra a segurança. Já os métodos DNV RP-F101 e o PCORRC, são pouco conservadores para 
defeitos curtos e rasos, porém, se apresentam mais conservadores com o aumento da profundidade 
e comprimento do defeito. A análise numérica de defeitos curtos pelos métodos B31G; 0,85dL; 
DNV RP-F101 e PCORRC permite concluir que cada método apresenta um conservadorismo em 
função do comprimento e profundidade do defeito, ou seja, não é possível afirmar qual é o método 
semi-empírico mais conservador sem analisar a geometria da corrosão para defeitos curtos. 
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Resumo: O Influence Sampling (IS) é um método de controle do caos para variáveis não-
observáveis de sistemas não-autônomos, como no caso da taxa de precipitação em modelos
climáticos. Mostramos que o IS provê inicialização robusta e estabilização dinâmica da umi-
dade e da taxa de precipitação em ciclos de assimilação de dados de um modelo climático aqui
apresentado nos quais as componentes horizontais da velocidade de grade e a temperatura po-
tencial são escolhidos como variáveis controladoras em cada ciclo.

Palavras-chave: caos, controle, inicialização, previsão

1 Introdução

Nos modelos climáticos, as equações de subgrade geram sti↵ness no método numérico se não
forem adequadas à escala das equações de grade [4]. Na seção 2, apresentamos um sistema de
equações mesoescalares para a velocidade de subgrade em um modelo atmosférico climático.
A dedução destas equações segue a linha de pensamento da Termodinâmica Irreverśıvel Es-
tendida (TIE) para processos de não-equiĺıbrio, na qual fluxos dissipativos são tratados como
variáveis substituindo as relações constitutivas por equações de evolução. O fechamento de
nossas equações, no entanto, pressupõe que a lei de equiĺıbrio para a produção de energia vale
na meso-escala atmosférica. Neste artigo apenas apresentamos o modelo. Os detalhes de sua
dedução serão apresentados em outro artigo.

Também nos modelos climáticos, a taxa de precipitação é uma variável não-observável e di-
namicamente expansiva no sentido de [1]. Toda informação a respeito de sua distribuição na
atmosfera em um dado instante se perde rapidamente. Em [6] foi apresentado um método de
controle do caos para variáveis deste tipo: o Influence Sampling (IS). O método admite análise
esparsa, amostra de tamanho 1 e paralelização. Na seção 3, o IS é aplicado à inicialização e
previsão da taxa de precipitação com o modelo climático da seção 2. Neste modelo, a taxa
de precipitação é controlável pela velocidade horizontal de grade e a temperatura potencial de
grade em um sentido mais amplo que aquele sugerido em [7] e [2]. Por isso a noção de variável
controlável é re-definida no ińıcio da seção.
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2 Modelo atmosférico climático

Nesta seção apresentamos um modelo atmosférico climático composto pelas equações anelásticas
de grade e um novo sistema de equações mesoescalares para a velocidade de subgrade. A dedução
das equações da velocidade de subgrade será apresentada em outro artigo.

Equações anelásticas de grade:

r
2p1 = @x[�⇢0(ū + ŭ)@xū � ⇢0(v̄ + v̆)@yū � ⇢0(w̄ + w̆)@zū + 2⇢0(v̄⌦3 � w̄⌦2) + µ0@zzū] (1)

+@y[�⇢0(ū + ŭ)@xv̄ � ⇢0(v̄ + v̆)@yv̄ � ⇢0(w̄ + w̆)@z v̄ � 2⇢0ū⌦3 + µ0@zz v̄]

+@z[�⇢0(ū + ŭ)@xw̄ � ⇢0(v̄ + v̆)@yw̄ � ⇢0(w̄ + w̆)@zw̄ + 2⇢0ū⌦2 + ⇢0
✓1
✓0

g + µ0@zzw̄]

@tū + (ū + ŭ) · rū = ū ⇥ 2⌦ + ✓1
✓0

gk �
1
⇢0

r(p1) + ⌫r
2ū (2)

@t✓1 + (ū + ŭ) · r✓1 + (w̄ + w̆)✓0
0 = sc � sr � k (✓1 � ✓0

1) + �r
2✓1 (3)

@tq̄ + (ū + ŭ) · rq̄ = �sp + #r
2q̄ (4)

Equações da velocidade de subgrade:

r
2� = @x[2⇢̄(v̆⌦3 � w̆⌦2) + ⇠@zz(ū + ŭ)] + @y[�2⇢̄ŭ⌦3 + ⇠@zz(v̄ + v̆)] (5)

+@z[2⇢̄ŭ⌦2 + ⇢2
1

⇢0
g + ⇠@zz(w̄ + w̆)]

@t(⇢̄ŭ) + @j(ūj ⇢̄ŭ � ŭj ⇢̄ū) = ⇢̄ŭ ⇥ 2⌦ + ⇢2
1

⇢0
gk + ⇠r2ū � r� + ⇠r2ŭ (6)

⇢1 = (p0 + p1)/(RT̄v) � ⇢0 = ⇢0(T0/T̄v � 1) + p1/(RT̄v) (7)

com

Domı́nio:

(x, y, z) 2 [� Lx,  Lx] ⇥ [� Ly,  Ly] ⇥ [0,  Lz] (8)

Condições de contorno:

• laterais:

periodicidade em x = ± Lx e y = ± Ly (9)

• superf́ıcie:

@zp1 = 2⇢0ū⌦2 + ⇢0
✓1
✓0

g + µ0@zzw̄ em z = 0 (10)

@z� = 2⇢̄ŭ⌦2 + ⇢2
1

⇢0
g + ⇠@zz(w̄ + w̆) em z = 0 (11)

@za = ca

p
ū2 + v̄2 (a � ag) para a = ū, v̄, ŭ, v̆ em z = 0. Aqui ag recebe (12)

o valor 0 para todo a.

@zb = cb

p
ū2 + v̄2 (b � bg) para b = ✓1, q̄ em z = 0, onde bg = bg(x, y, t) (13)

é o ciclo sazonal de b no chão (especificado).

w̄ = 0 em z = 0 (14)

w̆ = 0 em z = 0 (15)

• topo:

@zp1 = 2⇢0ū⌦2 + µ0@zzw̄ em z =  Lz (16)

@z� = 2⇢̄ŭ⌦2 + ⇢2
1

⇢0
g + ⇠@zz(w̄ + w̆) em z =  Lz (17)

✓1 = 0 em z =  Lz (18)

w̄ = 0 em z =  Lz (19)

w̆ = 0 em z =  Lz (20)

onde

• sc = (c/(p0 + p1))
 sp  Lv/cp é o calor de condensação. (21)
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• sr é o calor de radiação de equiĺıbrio térmico (corpo negro) superposto com (22)

(c/(p0 + p1))(az + b) onde houver precipitação.

• sp = (w̄ + w̆)(qsg)((⇢0 + ⇢1)T̄/(p0 + p1))( LvR � cpRvT̄)/(cpRvT̄
2 + qs  L2

v) (23)

é a taxa de precipitação.

• �k (✓1 � ✓0
1) é um termo desestabilizador a ser usado quando as equações (24)

estiverem sendo resolvidas em baixa resolução.

• T̄v = ((p0 + p1)/c)(✓0 + ✓1)(1 + 0.6q̄) if w̄ + w̆ > 0 e q̄ � qs, caso contrário (25)

sp = 0.

• T̄ = ((p0 + p1)/c)(✓0 + ✓1) (26)

• T0 = p0/(R⇢0) = p00/(R⇢00) é uma constante. (27)

• p0 = p00 exp(�z/H) com p00 = 105 Pa (28)

• ⇢0 = ⇢00 exp(�z/H) com ⇢00 = 1.2 kg/m3 (29)

• ✓0 = T0(c/p0)
 (30)

• ✓0
0 = (/H)✓0 é a derivada de ✓0(z). (31)

• H = RT0/g (32)

• � é a pressão de subgrade obtida por decomposição de Helmholtz. (33)

• ⌦ = (0, ⌦| cos(2⇡y/ Ly)|, ⌦ sin(2⇡y/ Ly)) (34)

• ⌫ = µ0/⇢0(z) onde µ0 é uma constante. (35)

3 Inicialização e previsão de nuvens

O Influence Sampling (IS) é um método de controle do caos para variáveis não-observáveis de
sistemas não-autônomos. Sua dedução, apresentada em [6], usa o método de caracteŕısticas e a
fórmula de Dyson para a equação do transporte linear. A fórmula de Dyson divide a ação do
operador de evolução da equação. Em suma, o IS usa o lado esquerdo da aproximação de curto
prazo

�̃t(x̃ + dx̃, x̂) = �̃t(x̃, x̂0) +
R t
t0

[@x̃�̃s(x̃, x̂) � Ĩ] f̃ 0(�s(x̃, x̂0)) ds (36)

com

dx̃(t0, t) =
R t
t0

f̃ 0(�s(x̃, x̂0)) ds, (37)

onde

f̃ 0(�s(x̃, x̂0)) = f̃(�s(x̃, x̂0)) � f̃(�̃s(x̃, x̂0), x̂), (38)

para perturbar as variáveis controláveis a cada passo de uma integração que explora as direções
instáveis destas variáveis em instantes futuros. Nestas expressões, f = (f̃ , f̂) é o campo de um
sistema de equações diferenciais ordinárias, � = (�̃, �̂) é a dinâmica desse sistema, x = (x̃, x̂) é
um valor amostral do estado do sistema no instante de análise t0, x̂0 é o valor da assimilação de
dados fornecido no instante t0 e Ĩ é a matriz identidade. O campo f pode depender do tempo,
o que foi omitido na notação.

Nesta seção, o método IS é aplicado à inicialização e previsão da taxa de precipitação com o
modelo climático apresentado na seção 2 e sua versão imperfeita na qual a flutuação de sub-
grade é omitida. Neste modelo, a taxa de precipitação é controlável pela velocidade horizontal
de grade e a temperatura potencial de grade em um sentido mais amplo que aquele sugerido
em [7] e [2]. Por isso a noção de variável controlável é aqui re-definida da seguinte forma: um
grupo de variáveis é controlável no instante t0 por outro grupo de variáveis, dito controlador, se
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seu fluxo de t0 a t se contrai para todo t > t0 sempre que um valor de assimilação de dados no
atrator é fornecido ao grupo controlador. Em geral esta propriedade é local no espaço e no tempo.

Doravante nos referimos ao modelo climático e sua versão imperfeita como o modelo perfeito
e o modelo imperfeito respectivamente. Também, um estado de referência é um estado da at-
mosfera tomado de uma trajetória de referência do modelo perfeito. E o método de inserção é
qualquer método de assimilação de dados que não perturbe as variáveis não-observáveis. Para
clareza dos resultados, o grupo de variáveis escolhido como sendo controlador receberá valores
de assimilação de dados exatos, ou seja iguais à referência, em toda análise de inserção ou do
IS.

Nas figuras 1 e 2 os perfis de erro obtidos com o IS em ciclos de assimilação de dados com os
modelos perfeito e imperfeito são comparados aos perfis de erro obtidos com o método de in-
serção nestes ciclos. Em todos os casos os ciclos de assimilação de dados têm comprimento de 5
ciclos-solares (sc). Em ambos os casos o erro da taxa de precipitação cai e se estabiliza nos ciclos
de assimilação de dados do IS, enquanto que ele se superpõe ao perfil obtido com integração
livre nos ciclos de assimilação de dados do método de inserção. As figuras 3 e 4 mostram as
inicializações da taxa de precipitação obtidas na latitude 1250km-Sul, instante 5sc destes ciclos.
Em ambos os casos a inicialização do IS se superpõe ao perfil de referência, enquanto que a
inicialização do método de inserção está longe disso.

Todas as integrações do modelo climático foram feitas usando o método de linhas com Runge-
Kutta de 4a ordem.

4 Conclusão

Apresentamos um sistema de equações mesoescalares para a velocidade de subgrade de um
modelo atmosférico climático. Definimos um grupo de variáveis como sendo controlável no
instante t0 por outro grupo de variáveis, dito controlador, se seu fluxo de t0 a t se contrai
para todo t > t0 sempre que um valor de assimilação de dados no atrator é fornecido ao grupo
controlador. No modelo climático, a velocidade vertical de grade é controlável pela velocidade
horizontal de grade e a temperatura potencial de grade. Mostramos, então, que o método
Influence Sampling (IS) de controle do caos, apresentado em [6], provê inicialização robusta e
estabilização dinâmica da umidade e da taxa de precipitação em ciclos de assimilação de dados do
modelo climático nos quais a velocidade horizontal de grade e a temperatura potencial de grade
são escolhidas como variáveis controladoras em cada ciclo. O trabalho subsequente consiste em
estudar o impacto dos processos mesoscópicos de subgrade na previsibilidade climática com a
versão esférica do modelo climático aqui estudado e um código IS paralelizado.
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Figura 1: Perfis de erro obtidos com o modelo perfeito em ciclos de assimilação de dados de
comprimento 5sc: integração livre (preto), método de inserção (azul) e método IS (vermelho).
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Figura 2: Perfis de erro obtidos com o modelo imperfeito em ciclos de assimilação de dados de
comprimento 5sc: integração livre (preto), método de inserção (azul) e método IS (vermelho).
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Figura 3: Inicializações de nuvens obtidas na latitude 1250km-Sul, instante 5sc dos ciclos da
figura 1: referência (no alto), método IS (no meio), método de inserção (embaixo).
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Figura 4: Inicializações de nuvens obtidas na latitude 1250km-Sul, instante 5sc dos ciclos da
figura 2: referência (no alto), método IS (no meio), método de inserção (embaixo).
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Resumo: O objetivo deste trabalho é apresentar, em um contexto abrangente, uma proposta de
fundamentação matemática que sirva de framework para o desenvolvimento da metodologia de
cálculo de estrutura eletrônica chamada Método da Matriz Densidade Tight Binding (DMTB -
Densit Matrix Tight Binding method), que foi apresentada originalmente na literatura pelo grupo
liderado pelo f́ısico David Vanderbilt em 1993 ([5]), bem como a sua relação com as modelagens
computacionais que podem ser escolhidas para a sua implementação. A abordagem adotada
deixa claro que a formulação matemática final desta metodologia é completamente dependente
das estratégias computacionais que se escolhem para a sua efetiva implementação. Desta forma,
colocamos o DMTB como um modelo matemático-computacional de formulação final variável.
Por fim, propomos uma implementação baseada no método dos gradientes conjugados não linear.
O modelo final obtido é ligeiramente diferente do DMTB que foi apresentado originalmente em
1993, estando em acordo com a versão apresentada por Millam e Scuseria, em 1997 ([7]).
A abordagem utilizada desenvolve os aspectos matemáticos, visando a efetiva implementação
computacional da metodologia.
Palavras-chave: matriz densidade Tight-Binding, modelagem matemática e computacional,
mecânica quântica

1 Introdução

Em geral, sistemas polieletrônicos possuem uma estrutura matemática bastante intrincada e as
equações quantomecânicas só podem ser resolvidas com o uso de hipóteses simplificadoras, tais
como a aproximação de Born-Oppeheimer e as aproximações de elétron independente. Atual-
mente as investigações teóricas de propriedades eletrônicas são feitas através de simulações com-
putacionais de modelos matemáticos baseados nas metodologias básicas da teoria quântica da
matéria condensada: as metodologias semi-emṕıricas e de primeiros prinćıpios. Muitas propos-
tas de resolução de modelos matemáticos que possuem descrição quântica em suas formulações,
esbarram na alta complexidade computacional dos algoritmos envolvidos. Isto limita a aplicação
destes modelos a sistemas com muitos átomos, impedindo que se façam simulações mais rea-
listas. Várias estratégias matemático-computacionais com complexidade de ordem O(N) têm
sido propostas, onde N é o número de átomos envolvidos. Uma delas é a metodologia semi-
emṕırica chamada de Método da Matriz Densidade Tight-Binding (DMTB - Densit Matrix Tight
Binding method). Este método foi desenvolvido por Li, Nunes e Vanderbilt e apresentado em
[5]. Esta metodologia faz uso de hamiltonianos Tight-Binding parametrizados e, por apresentar
possibilidade de implementação computacional de complexidade linear em relação ao número de
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elétrons do sistema modelado, o DMTB tem sido largamente usado com sucesso para o estudo
de estrutura eletrônica nas últimas duas décadas com formulações metodológicas diferentes das
apresentadas do artigo original. Um exemplo pode ser visto em [7], por exemplo.

Neste trabalho é apresentado, em um contexto abrangente, uma proposta de fundamentação
matemática para o DMTB. A abordagem utilizada desenvolve os aspectos matemáticos visando
a efetiva implementação computacional da metodologia. Nesta construção, a formulação ma-
temática final deste método é completamente dependente das estratégias computacionais que
se escolhem para a sua implementação. Com isso, aqui, o DMTB fica estabelecido como um
modelo matemático-computacional de formulação final variável.

2 Metodologia

Vamos considerar a representação de estruturas cristalinas por super-células. Podemos então
formular o problema que estamos interessados da seguinte forma: dada uma estrutura gerada
pela repetição de uma super-célula com N átomos e M orbitais eletrônicos por átomo, obter
a energia quantomecânica do estado fundamental desta estrutura. Além disso, usaremos o
formalismo do Operador Densidade Eletrônica,

⇢ =
X

n

fn | ni h n|

onde n é o ı́ndice do espectro discreto do hamiltoniano, fn é o número de ocupação e é usado o
simbolismo introduzido por Dirac, no qual o śımbolo | i , chamado de ket, representa um vetor
do espaço vetorial dos estados quantomecânicos, e o śımbolo h | , chamado de bra, representa um
vetor do dual topológico desse espaço. Para esse simbolismo, recomendamos [1], na página 18,
e [2], na página 32.

Escrevendo os estados quantomecânicos como combinação linear da base finita do método
Tight-Binding, obtem-se a matriz do operador ⇢, chamada de matriz densidade eletrônica ⇢e.
Admitindo-se que a base de orbitais forma um conjunto ortonormal, podemos escrever o número
de elétrons - Ne - e a energia eletrônica total do sistema E em função da matriz densidade ⇢e,
usando o operador “traço matricial”

Ne = tr(⇢e) =
X

i

⇢eii; E = tr(⇢eH) =
X

i,j

⇢eijHji.

Além disso, como o operador densidade é um projetor, a matriz densidade é idempotente

⇢2
e = ⇢e.

Lembrando que nesse tipo de metodologia (Tigh-Binding + Matriz Densidade) a energia total
de um sistema com Ne elétrons é usualmente dada por:

Etot = E + Erep + E0N, (2.1)

onde Erep representa o potencial repulsivo, N é número de átomos do sistema e E0 é uma
constante de energia por átomo.

Para uma apresentação do método Tight-Binding usando o formalismo do Operador Den-
sidade Eletrônica, bem como as demonstrações das identidades acima, recomendamos [8]. Na
abordagem desta referência, assim como na nossa, os resultados foram obtidos admitindo-se que
a base de orbitais forma um conjunto ortonormal.

2.1 Formulação do Problema

Como o estado quantomecânico fundamental é o estado de energia mı́nima e, uma vez que a
energia do estado fundamental é função da densidade eletrônica (E = tr(⇢eH)), podemos agora
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reformular o problema que estamos atacando: dada uma estrutura gerada pela repetição de uma
super-célula com N átomos e M orbitais eletrônicos por átomo, com uma matriz hamiltoniana
H (quadrada de ordem NM), obter a matriz densidade eletrônica ⇢e que minimiza a função
E(⇢) = tr(⇢H). Note que estamos considerando a energia como uma função real de variável
matricial. Daqui em diante, estaremos identificando o espaço das matrizes quadradas Mn(R)
(n = NM2) com o espaço Rn2

e, portanto, a energia E(⇢) será considerada um campo escalar
em Rn2

.

2.2 O Modelo de Minimização Irrestrita

A minimização indicada na formulação acima não pode ser feita de forma irrestrita. Como dis-
semos, a mecânica quântica usada na construção do problema impõe que o número de elétrons
presentes na nossa estrutura precisa ser reproduzido pela matriz densidade do estado fundamen-
tal. Além disso, a matriz densidade do estado fundamental deve ser idempotente. Por fim, a
matriz densidade eletrônica deve comutar com a matriz do hamiltoniano tight-binding. Tendo
em vista as estratégias computacionais de interesse, nosso objetivo é obter um problema de
minimização irrestrita. O v́ınculo do número de elétrons foi introduzido no modelo através do
Teorema dos Multiplicadores de Lagrange:

Teorema 2.1 (Teorema do Multiplicador de Lagrange) Seja f : U ! R uma função de
classe Ck (k � 1) no conjunto aberto U ⇢ Rn+1, e M = g�1(0) uma hiperf́ıcie contida em
U, imagem inversa do valor regular 0 por uma função g : U ! R, também de classe Ck. Um
ponto p 2M é um ponto cŕıtico de f |M se, e somente se, existe um número real µ (chamado de
multiplicador de Lagrange) tal que

rf(p) + µrg(p) = 0.

Considerando a identificação de Mn(R) (n = NM2) com o espaço Rn2
, o teorema anterior

nos garante o seguinte: ⇢0 é um ponto cŕıtico da função E(⇢) = tr(⇢H), restrita a hiperf́ıcie
g�1(0) = {⇢ 2 Mn(R); tr(⇢) � Ne = 0}, se, e somente se, existe um número real µ que torna
nulo, em ⇢0, o gradiente da função

⌦(⇢) = tr(⇢H) + µ(tr(⇢)�Ne). (2.2)

desde que o gradiente do v́ınculo g não seja nulo em ⇢. Além disso, o gradiente de g pode ser
obtido facilmente:

r(g(⇢)) = r((tr(⇢)�Ne)) = It = I,

mostrando que o uso dos multiplicadores de Lagrange é permitido.
Aqui vale observar que o grupo de Vanderbilt originalmente concebe o escalar µ como um

potencial qúımico em [5]. Com isso, é necessário algum procedimento para atualizar o valor
do potencial qúımico durante a busca pela matriz densidade. Diferentemente disso, na nossa
abordagem, a interpretação de µ como um multiplicador de Lagrange, que tem o papel de
selecionar matrizes que reproduzem o número correto de elétrons, permite usar a combinação da
implementação computacional baseada no métodos dos gradientes conjugados não linear, que foi
reportada em [3], com exigência da consistência f́ısica para o número de elétrons, para determinar
explicitamente o multiplicador µ como função de ⇢ em cada passo de iteração. Portanto, como
veremos, no modelo acima, µ não será uma incógnita independente. Esta mesma interpretação
para µ também é reportada em [7].

O v́ınculo da idempotência foi imposto, de forma aproximada e impĺıcita, através da chama-
das “transformações de purificação de McWeeny”([6]), definida no espaço das matrizes quadra-
das, como se segue. Considere a aplicação

F (X) = 3X2
� 2X3,
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definida no espaço das matrizes quadradas. É evidente que toda matriz idempotente é um ponto
fixo desta aplicação. Além disso, é fácil ver que, se � é um autovalor de uma matriz X, então
f(�) é autovalor de F (X), onde f é o polinômio f(x) = 3x2

� 2x3.
Como sabemos, os autovalores de uma matriz idempotente pertencem ao conjunto {0, 1}.

Seja B uma matriz “aproximadamente idempotente”com erro máximo absoluto da ordem de
O(✏), no sentido de que, para um certo ✏ > 0, seus autovalores são dados por h ou 1 + h, com
h 2 R e 0 < |h| < ✏. Com isso, os autovalores de F (B) são f(h) ou f(1+h). Pelo desenvolvimento
de Taylor de ordem 1 para f, vemos que, a matriz F (B) será aproximadamente idempotente com
erro máximo absoluto da ordem de O(✏2). Portanto, usar F (⇢) no lugar de ⇢ na equação (2.2) se
apresenta como uma proposta de introdução impĺıcita e aproximada do v́ınculo da idempotência
no nosso modelo.

A aplicação F é conhecida como Transformação de Purificação de MacWneey ([6]) e foi
incorporada no modelo do grupo de Vanderbilt. Analisando o polinômio de purificação f, vemos
que, estando os autovalores de uma matriz no intervalo [�0.5, 1.5], os autovalores da matriz
purificada permanecerão no intervalo [0, 1]. Com isso, a função que será minimizada, de forma
irrestrita, é dada por

⌦(⇢) = tr([3⇢2
� 2⇢3]H) + µ(tr(⇢)�Ne), (2.3)

onde o multiplicador µ será definido a seguir.
Ainda levando em conta a identificação do espaço das matrizes e considerando-se ⌦ também

como um campo escalar, obtem-se que

r⌦ = 3(H⇢+ ⇢H)t
� 2(H⇢2 + ⇢H⇢+ ⇢2H)t + µI, (2.4)

que é fundamental para os métodos computacionais de otimização irrestrita.

2.3 Estratégias Computacionais

Nos algoritmos básicos de otimização irrestrita de campos escalares ⌦(⇢) (máxima descida,
Newton, Quase Newton, etc) as rotinas de busca linear (em linha) produzem uma sequência
iterativa que converge para o ponto estacionário procurado

⇢k+1 = ⇢k + ↵Dk,

onde ↵ é o passo dado na direção de busca Dk. No nosso contexto, devemos exigir que, em cada
iteração, o número de elétrons do sistema seja mantido constante, ou seja, para todo k, devemos
ter que tr(⇢k+1) = tr(⇢k). Portanto, vamos impor, para todo k, que

tr(Dk) = 0.

Sem entrar em muitos detalhes, um método dos gradientes conjugados não linear (NLCG)
resolve o problema de minimização irrestrita de uma função diferenciável ⌦ : Rd

! R construindo
uma sequência de vetores usando a busca em linha

⇢k+1 = ⇢k + ↵kDk, (2.5)

com direção de busca definida por

Dk =

(
�r⌦(~xk), k = 1

�r⌦(~xk) + �k
~dk�1, k � 2,

(2.6)

onde �k são escalares reais. Existem várias propostas (não equivalentes) para o escalar �k

reportadas na literatura especializada em Otimização Numérica. Cada proposta gera um método
NLCG diferente. Fixando um algoritmo de NLCG, usando a definição de direção de busca (de
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descida) dada em (2.6) e a nossa exigência f́ısica de que tr(Dk) = 0, juntamente com o gradiente
dado em 2.4 constatamos que devemos definir

µk =
6

Ne
[tr(⇢2

kH)� tr(⇢kH)]. (2.7)

Métodos baseados no NLCG têm sido aplicados em Modelagem Matemática e Computacional
de fenômenos da F́ısica da Matéria Condensada desde, pelo menos, a década de 80 do século
passado (ver [9], por exemplo). O método dos gradientes conjugados (não linear) tem algumas
possibilidades de implementação com complexidade linear. O isomorfismo canônico entre o
espaço das matrizes com o espaço euclidiano Rd tem complexidade computacional da ordem d2.
Esta complexidade pode ser reduzida a complexidade linear fazendo-se uso de um raio de corte
para a matriz densidade, como sugerido em [5], como se segue. Admitindo uma implementação
para o NLCG em Rd contendo d passos (algoritmo ótimo), levando em consideração a nossa
identificação entre matrizes e vetores, a versão adaptada para o DMTB faria uso de d2 passos,
uma vez que, para o cálculo da energia do sistema, em prinćıpio seria necessário computar todos
os elementos da matriz densidade. No entanto, sabe-se que

lim
Rij!1

⇢ij = 0,

onde Rij a distância entre os orbitais i e j ([5]). Esta convergência para zero tem ordem de
convergência polinomial em metais e exponencial em isolantes ([5]). Diante deste fato, o grupo
de Vaderbilt propôs a introdução de um raio de corte Rc > 0 de modo que se Rij > Rc então
⇢ij = 0. Sendo assim, fixado um átomo na rede, seja L o número de átomos da rede contidos na
esfera de raio Rc, centrada no átomo que foi previamente fixado (devido à simetria da rede, L não
depende do átomo fixado, sendo então uma constante para cada escolha do raio de corte). Com
isso, para formarmos um elemento ⇢ij eventualmente não nulo, i pode ocupar qualquer uma das
NM posições dispońıveis, porém j deve variar dentre LM posições. Dáı, se consideramos apenas
estes elementos eventualmente não nulos da matriz densidade, o nosso processo de vetorização
de matrizes produz um vetor com NLM2 coordenadas. Tendo este vetor como entrada, o
algoritmo CG faria uso de NLM2 passos, apresentando, portanto, complexidade O(N). É claro
que Rc precisa ser escolhido de forma a obter matrizes de densidade próximas das densidades
verdadeiras. Na implementação feita em [3] usou-se M = 4 (um orbital s e três orbitais p).

3 Considerações Finais

Para que esta construção de µ (equação (2.7)) tenha o efeito que queremos, é fundamental que
a matriz inicial ⇢0 já possua o número correto de elétrons da super célula. Desta forma, a
expressão

µ(tr(⇢)�Ne),

que já era nula em ⇢0, se mantém nula durante todo o processo. Portanto a expressão do
funcional ⌦ se torna apenas

⌦(⇢) = tr((3⇢2
� 2⇢3)H).

Com esta abordagem, o multiplicador de Lagrange não surte efeito algum sobre o funcional
objetivo ⌦. Seu efeito, no entanto, se manifesta no gradiente r⌦ em cada nova iteração.

Portanto, o problema final é a minimização irrestrita (via algoritmos dos gradientes conju-
gados não linear) de

⌦(⇢) = tr((3⇢2
� 2⇢3)H),

usando-se as equações (2.4) e (2.7).
Por fim, a Mecânica Quântica ainda exige que tenhamos a comutatividade do produto ⇢H,

quando ⇢ = ⇢e for a densidade eletrônica. Esta propriedade afeta diretamente a escolha do
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critério de parada para o nosso algoritmo baseado em NLCG. De fato, supondo que as ma-
trizes constrúıdas vão ficando aproximadamente idempotentes o suficiente para que possamos
considerar µ = 0, vemos que o gradiente se torna

r⌦ = (H⇢+ ⇢H � 2⇢H⇢)t.

É claro que, se ⇢ e H comutam, então r⌦ = 0. Por outro lado, admitamos que r⌦ = 0. Dáı,

H⇢+ ⇢H = 2⇢H⇢.

Multiplicando-se esta equação por ⇢ à esquerda, vemos que

⇢H⇢+ ⇢2H = 2⇢2H⇢.

Considerando ⇢2 = ⇢, obtemos que ⇢H = ⇢H⇢. De forma análoga, fazendo agora a multiplicação
à direita, obtemos que H⇢ = ⇢H⇢. E, portanto ⇢H = H⇢. Com isso, vemos que ⇢ será um ponto
cŕıtico de ⌦ se, e somente se comutar com a matriz do hamiltoniano Tight-Binding. Isto nos
leva a concluir que não devemos usar um número máximo de iterações no nosso algoritmo. O
critério de parada deve estar ligado apenas à tolerância do valor ||r⌦||.

Abaixo segue o pseudocódigo, baseado na metodologia do NLCG, para a minimização do
funcional ⌦(⇢), usado em [3].

Algoritmo 1: NLCG para o funcional de energia (Polak-Ribière-type)

Entrada: ⌦,r⌦, ⇢0, tol, itmax {funcional de energia, gradiente do funcional, estimativa
inicial para a matriz densidade e número máximo de iterações }

Sáıda: matriz densidade eletrônica ⇢ para o estado fundamental
1 ińıcio
2 it 0;

3 ~d0  �r⌦( ~x0);
4 ⇢ ⇢0;

5 ~d ~d0;

6 G ~d0;
7 enquanto kGk > tol e it < itmax faça
8 G0  r⌦(⇢0);
9 Determine ↵ usando uma busca unidirecional

10 ⇢ ⇢+ ↵~d;
11 Determine o Multiplicador de Lagrange µ;
12 G r⌦(⇢);

13 �  
tr(G(G�G0)t)

tr(G0Gt
0)

;

14 d �G + �d;
15 ⇢0  ⇢;
16 it it + 1;

17 fim

18 fim
19 retorna ⇢

Trata-se portanto de um processo iterativo que constrói a matriz densidade eletrônica do
estado fundamental ⇢e.

Estes cálculos são realizados com hamiltonianos tight-binding parametrizados para espécies
atômicas espećıficas. Deve ficar claro que, embora baseada em NLCG, esta abordagem computa-
cional não se enquadra na definição geral de métodos dos gradientes conjugados, uma vez que o
gradiente do campo em questão é atualizado a cada iteração do processo. Por tanto, os teoremas
de convergência global conhecidos para esta categoria de algoritmos não podem ser aplicados.
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A convergência e validação dos resultados de um caso particular pode ser apreciada em [3], onde
a implementação com cristais de siĺıcio foi feita rigorosamente nos moldes do presente trabalho,
com o uso do hamiltoniano de Kwon ([4]).

Para o siĺıcio, muitas medidas, sejam obtidas de forma experimental, sejam obtidas por
métodos ab initio, estão em acordo com as predições obtidas pelo DMTB. Sem entrar em muitos
detalhes, o tipo validação proposta na referência [3] foi a seguinte: podemos tomar o parâmetro
de rede experimental dos cristais de Si. Sabe-se que este parâmetro de rede vale aproximada-
mente 5.43 angstrons. Sendo assim, o algoritmo do DMTB aplicado ao siĺıcio (ou seja, com
um hamiltoniano Tight-Binding parametrizado para o Si), quando alimentado com este valor
de parâmetro de rede, deve apresentar energia total (Etot) com valor mais baixo do que outros
valores para este parâmetro. Mais precisamente, a energia total dada pela equação (2.1), vista
agora como função do parâmetro de rede, deve apresentar um mı́nimo em 5.43 Å. Como, tanto a
matriz do hamiltoniano cristalino, quanto Erep são dados de forma parametrizada, este tipo de
validação não está ligada somente ao DMTB, mas também ao hamiltoniano escolhido. Abaixo
vemos o gráfico obtido, utilizando o hamiltoniano de Kwon ([4]) .

Figura 1: Cálculo do Parâmetro de Rede Experimental.

Para este gráfico, foram utilizados 10 valores de energia obtidos com o DMTB alimentado
com valores de parâmetros de rede variando de 5.20 até 5.65, de 0.5Å em 0.5Å. Em seguida,
ajustou-se, por mı́nimos quadrados, os pontos em uma parábola e obteve-se o seu mı́nimo. o
valor mı́nimo ocorre em 5.4433Å. Com isso, vemos que o erro relativo é de aproximadamente
0.2%. Para maiores detalhes sobre este resultado, ver [3].

Ainda sobre a questão da complexidade computacional, vemos que, mesmo com o uso do
raio de corte, o algoritmo acima não possui complexidade linear pois, na linha 13, temos o traço
do produto de duas matrizes. No entanto, existem propostas de programação paralela bem
estabelecidas para esta operação. Além disso, é necessário o uso de métodos de manipulação
para matrizes esparsas. Portanto, a análise final de complexidade algoŕıtmica deve ser feita sob
todas estas considerações.
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Resumo: O objetivo deste artigo é usar o isomorfismo canônico existente entre o espaço veto-
rial das matizes quadradas de uma dada ordem n 2 N e o espaço vetorial Rn2

para transportar
o conceito de derivada, já bem estabelecido e com propriedades bem exploradas em funções reais
de várias variáveis reais em Rn2

para funções reais de variável matricial. Com a abordagem
desenvolvida, tornamos dispońıveis para o uso em funções reais de variável matricial, uma série
de técnicas baseadas no Cálculo Diferencial, tais como os métodos de otimização nos espaços
euclidianos Rn2

. Devido a construção que fizemos, este uso se dá de forma nativa no espaço
matricial, sem uso expĺıcito do referido isomorfismo. Para exemplificar e motivar o desenvol-
vimento apresentado, mostramos a adaptação de um algoritmo de Gradiente Conjugado Não
Linear para a minimização de uma função real de variável matricial. Esta função é oriunda de
um método semi emṕırico da Mecânica Quântica para o cálculo de estrutura eletrônica conhecido
por DMTB (Densit Matrix Tight Binding method).

Palavras-chave: Cálculo Diferencial Matricial, DMTB (Densit Matrix Tight Binding method),
Gradiente Conjugado Não Linear

1 Introdução

Este trabalho trata de um desenvolvimento de ferramentas básicas de cálculo diferencial para
funções reais de uma variável matricial. A motivação deste trabalho repousa em uma metodo-
logia semi emṕırica da Mecânica Quântica onde funções de variável matricial surgem de forma
bastante natural. Esta metodologia é conhecida por “Método da Matriz Densidade Eletrônica
Tight-Binding” (Density Matrix Tight Binding method - DMTB), desenvolvida nos anos 90
do século passado por um grupo liderado pelo f́ısico David Vanderbilt [3], que é um método
para a obtenção da energia do estado fundamental (energia mı́nima) de uma estrutura cristalina
através da construção de uma matriz, chamada de matriz densidade eletrônica, por uma técnica
de minimização irrestrita. Com isso, a função a ser minimizada é então uma função real de uma
variável matricial. Sendo ⇢e a matriz densidade eletrônica, sabemos da Mecânica Quântica que
a energia eletrônica é dada por

E = tr[⇢eH], (1.1)

onde “tr” representa o operador traço de uma matriz quadrada e H representa o hamiltoniano
cristalino Tight Binding. A matriz densidade eletrônica deve respeitar algumas propriedades
exigidas pela Mecânica Quântica, como ser idempotente e o seu traço corresponder ao número
de elétrons da estrutura, o que nos leva a um problema de minimização restrita. No DMTB
estes v́ınculos quânticos são acomodados de forma impĺıcita e aproximada em uma função que
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possa ser minimizada de forma irrestrita. Para maiores detalhes recomendamos [3]. Em [3] a
função de energia a ser minimizada de forma irrestrita é dada por

⌦(⇢) = tr[(3⇢2
� 2⇢3)(H � µI)], (1.2)

onde I representa a matriz identidade de ordem n.
Nos últimos anos surgiram outras propostas não equivalentes para o DMTB na literatura

especializada em F́ısica da Matéria Condensada. Tanto em [4] como em [2], por exemplo, a
função de energia é dada por

⌦(⇢) = tr((3⇢2
� 2⇢3)H) + µ(tr(⇢)�Ne). (1.3)

Em ambas as formulações, a única variável é a matriz quadrada ⇢ de ordem n (n é igual ao
produto do número de átomos pelo número de orbitais por átomo na estrutura cristalina). Na
equação (1.2), H representa um hamiltoniano cristalino Tight Binding parametrizado para a
espécie atômica de interesse, µ é um potencial qúımico 1 (ńıvel de Fermi) e Ne é o número de
elétrons da estrutura cristalina.

De qualquer forma, a técnica de otimização utilizada é uma técnica constrúıda nos espaços
euclidianos Rd, conhecida como Gradiente Conjugado Não Linear que, dentre outras questões,
depende do conhecimento do gradiente da função a ser minimizada. Portanto, neste contexto, a
necessidade de desenvolvimento de técnicas de Cálculo Diferencial para funções reais de variável
matricial surge de forma bastante natural. Com isso, somos levados a construir identificações
de conceitos e técnicas do espaço Rn2

para o espaço das matrizes quadradas de ordem n.

2 Metodologia

Um fato básico e fundamental é que todos os espaços vetoriais de uma mesma dimensão finita
são linearmente isomorfos. Portanto, dado n 2 N, podemos identificar, enquanto estrutura
algébrica, o espaço vetorial das matrizes quadradas de ordem n com entradas reais, Mn(R), com
o espaço dos vetores de Rn2

. Além disso, como as normas em Rn2
induzem normas em Mn, as

questões topológicas também estão bem identificadas.
Chamaremos qualquer isomorfismo linear entre Mn(R) e Rn2

de processo de vetorização de
matrizes. Vamos fixar um destes processos de vetorização. Escolhemos o isomorfismo linear
entre estes dois espaços, definido por vec(X) = (X11, ..., X1n, X21, ..., X2n, ..., Xn1, ..., Xnn), onde
estamos subentendendo a notação usual de matrizes X = (Xij). Tendo sempre este processo de
vetorização em mente, vamos definir o gradiente de funções reais de uma variável matricial e
obter algumas regras de derivação para as mesmas.

Antes de tratar a questão diferencial, convém observar que usando um processo de vetorização
fixado, podemos definir operações e conceitos em Mn(R) de forma muito natural. Por exemplo,
um produto interno em Mn(R) pode ser definido da seguinte maneira: dados as matrizes A
e B, definimos hA, Bi = vec(A) · vec(B). O lema 2.1 relaciona, o traço do produto de duas
matrizes, uma operação que não possui uma identificação óbvia pelo processo de vetorização
,com o produto interno em Mn(R) que mencionamos acima.

Lema 2.1. Seja n 2 N. Consideremos o espaço vetorial real das matrizes quadradas de ordem
n, Mn(R), e o isomorfismo linear vec entre Mn(R) e Rn2

dado por

X 2Mn(R) 7�! vec(X) = (X11, ..., X1n, X21, ..., X2n, ..., Xn1, ...Xnn) 2 Rn2
.

Então, tr(AB) = vec(A) · vec(BT ), quaisquer que sejam A, B 2 Mn(R), onde “·” representa o
produto escalar em Rn2

1Em [2], o parâmetro µ na equação 1.3 representa um Multiplicador de Lagrange, tendo, portanto, um signi-
ficado diferente do apresentado na equação 1.2. Para maiores detalhes, ver [2].
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Demonstração. Usando a definição de produto matricial , temos que

tr[AB] =
nX

i=1

(AB)ii =
nX

i=1

nX

k=1

AikBki = vec(A) · vec(BT ).

Como definimos hA, Bi = vec(A) · vec(B), o lema 2.1 mostra que é posśıvel encapsular o pro-
cesso de vetorização para o cálculo do produto interno: dadas duas matrizes A e B pertencentes
a Mn(R), basta fazer, de forma nativa, hA, Bi = tr

⇥
ABt

⇤
.

2.1 A Matriz Gradiente

A nossa vetorização de matrizes permite que consideremos uma função real de uma variável
matricial como sendo um campo escalar. Mais precisamente, sendo f : Mn(R)! R, vemos que
f � vec�1 : Rn2

! R, é um campo escalar.

Mn(R)

f
✏✏

vec // Rn2

f�vec�1

{{
R

Diremos então que f é diferenciável quando o campo escalar f � vec�1

for diferenciável. Sendo assim, a ideia é definirmos o gradiente de f
como sendo uma matriz, que denotaremos por @f

@X , cuja vetorização seja
o gradiente do campo escalar f � vec�1.

Ou seja, estamos propondo que a definição de @f
@X satisfaça vec

⇣
@f
@X

⌘
= r(f � vec�1). De

forma nativa, definimos então @f
@X = vec�1

�r(f �vec�1), que é uma função matricial de variável
vetorial, cuja a expressão é bastante simples:

@f

@X
=

2

6666664

@f
@X11

@f
@X12

· · ·
@f

@X1n

@f
@X21

@f
@x22

· · ·
@f

@X2n
...

...
. . .

...
@f

@Xn1

@f
@Xn2

· · ·
@f

@Xnn

3

7777775

Mais uma vez, cabe a observação de que, o gradiente
matricial definido acima tem como vetorização justa-
mente o gradiente, digamos usual, do campo escalar
f, quando X é posta na forma vetorizada que nos
fixamos. Com isso, as propriedades básicas (linea-
res e com respeito ao produto interno) do operador
gradiente são todas válidas para este novo operador.

No desenvolvimento do DMTB, é particularmente importante calcularmos o gradiente do
traço da potência de matrizes (veja a equação (1.2)). A proposição abaixo é suficiente para esta
necessidade.

Proposição 2.2. Seja n 2 N. Consideremos o espaço vetorial real das matrizes quadradas
de ordem n, Mn(R), e fixemos uma matriz A 2 Mn(R). Então valem as seguintes regras de
derivação:

1. Sendo a função real de variável matricial f dada por f(X) = tr(XA), temos que

@f

@X
= At;

2. Sendo a função real de variável matricial f dada por f(X) = tr(X2A), temos que

@f

@X
= (AX + XA)T ;

3. Sendo a função real de variável matricial f dada por f(X) = tr(X3A), temos que

@f

@X
= (AX2 + XAX + X2A)T ;
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Demonstração. 1. Pela definição de traço e de produto matricial, temos que

f(X) = tr(AX) =
nX

i=1

nX

k=1

AikXki.

Dáı, fixados r e s, @f
@Xrs

= Asr. Portanto, @f
@X = At.

2. Neste caso,

f(X) = tr(AX2) =
nX

i=1

nX

k=1

nX

j=1

AikXkjXji.

Com isso, para o cálculo de @f
@Xrs

, contribuem da expressão acima apenas as somas em que
k = r e j = s, e j = r e i = s. Portanto, fixados r e s,

@f

@Xrs
=

nX

i=1

AirXsi +
nX

k=1

AskXkr = (XA)sr + (AX)sr,

mostrando que @f
@X = (AX)t + (XA)t.

3. Basta escrevermos,

f(X) = tr(AX3) = tr((AX)X2) =
nX

i=1

nX

k=1

(AX)ik(X
2)ki

=
nX

i=1

nX

k=1

 
nX

l=1

AilXlk

!0

@
nX

j=1

XkjXji

1

A =
nX

i=1

nX

k=1

nX

l=1

nX

j=1

AilXlkXkjXji.

Agora notemos que, fixados r e s, para o cálculo de @f
@Xrs

, contribuem da expressão acima
apenas as somas em que l = r e k = s, k = r e j = s, e j = r e i = s. Portanto,

@f

@Xrs
=

nX

i=1

nX

j=1

AirXsjXji +
nX

i=1

nX

l=1

AilXlrXsi +
nX

k=1

nX

l=1

AslXlkXkr

= (X2A)sr + (XAX)sr + (AX2)rs,

revelando que @f
@X = (AX2)t + (XAX)t + (X2A)t.

Sendo f(X) uma função de domı́nio matricial, a matriz gradiente @f
@X independe de processos

de vetorização, no sentido que ela poderia ter sido definida, ainda que artificialmente, de forma
direta. No entanto, a identificação @f

@X  ! rf, onde f é encarada como um campo escalar

definido em um subconjunto de Rn2
, só é correta para a vetorização que fixamos aqui.

2.2 Uma Regra da Cadeia

No caso espećıfico do DMTB, é necessária a derivada da composição de ⌦ (dada pela pela
equação (1.2)) com a linha ↵(t) = ⇢ + tD, para matrizes ⇢ e D fixadas e t 2 I, onde I é um
intervalo aberto. Repare que ↵(t) é um caminho matricial.

Definimos a derivada de caminhos matriciais, seguindo o espirito do nosso desenvolvimento,
da seguinte forma:

Anais do I Encontro Regional de Matemática Aplicada e Computacional do Vale do Itajaí(ERMAC-2019), Blumenau-SC

Página 150
ISBN: 978-65-80460-31-1



Dado um caminho matricial ↵ : I ! Mn(R), onde I é um intervalo
aberto, dizemos que ↵ é diferenciável se o caminho vetorial vec�↵ : I !
Rn2

for diferenciável e, neste caso, definimos a derivada de ↵ como sendo
matriz

↵0(t) = vec�1
�

d

dt
(vec � ↵)(t).

I

vec�↵ ""

↵ //Mn(R)

vec
✏✏

Rn2

Podemos agora unificar o que desenvolvemos para estabelecer a seguinte regra da cadeia, de
forma nativa:

Teorema 2.3. Sejam f uma função real de variável matricial, diferenciável em um ponto P 2
Mn(R), e ↵ : I ! Domf um caminho diferenciável em t, com ↵(t) = P, onde I ⇢ R é um
intervalo aberto. Então a função real de variável real f � ↵ é diferenciável em t e

d

dt
f � ↵(t) = tr[↵0(t)T @f

@X
(vec � ↵(t))]. (2.1)

Demonstração. Pela definição que demos, f ser diferenciável em P significa que f � vec�1 é
diferenciável em vec(P ). Sendo assim, pelo teorema da regra da cadeia em Rn2

,a função f �↵ =
f � vec�1

� vec � ↵ é diferenciável em t e d
dtf � ↵(t) = rf � vec�1(vec(P )) · vec( d

dt↵(t)), onde “·”

denota o produto escalar de Rn2
.

I

f�↵
""

↵ //Mn(R)

f
✏✏

R

Agora, basta escrevermos esta expressão de forma nativa. Isto é feito fa-
cilmente ao considerarmos o lema 2.1 para o produto escalar e a definição
de gradiente matricial, gerando d

dtf � ↵(t) = tr[ d
dt↵(t)T @f

@X (vec � ↵(t))],
como queŕıamos.

3 Resultados e discussão

Para exemplificar o uso das ideias desenvolvidas aqui, voltemos ao DMTB na função de energia
vista na equação (1.2).

O gradiente desta função real de variável matricial pode ser facilmente obtido com o uso da
linearidade do operador traço e da proposição 2.2. Temos assim que

r⌦(⇢) = 3((H � µI)⇢ + ⇢(H � µI))t⇢2
� 2((H � µI) + ⇢(H � µI)⇢ + ⇢2(H � µI))t. (3.1)

3.1 Adaptação ao Gradiente Conjugado

Métodos baseados no NLCG tem sido aplicados em Modelagem Matemática e Computacional
de fenômenos da F́ısica da Matéria Condensada desde, pelo menos, a década de 80 do século
passado. Sem entrar em muitos detalhes, um método de NLCG resolve o problema de mini-
mização irrestrita de uma função diferenciável f: Rd

! R construindo uma sequência de vetores
pela seguinte fórmula de recorrência

~xk+1 = ~xk + ↵k
~d, (3.2) ~dk =

(
�rf(~xk), k = 1

�rf(~xk) + �k
~dk�1, k � 2,

(3.3)

onde o escalar ↵k é chamado de comprimento do passo k, e o vetor ~dk é chamado de direção
de busca do passo k, e �k são um escalares reais. É importante observar que existem várias
propostas (não equivalentes) para o escalar �k reportadas na literatura especializada em Oti-
mização Numérica. Cada proposta gera um método NLCG diferente. Por exemplo, na proposta

de Polak-Ribière [6] temos que �k = dk·(dk�dk�1)
dk·dk

.
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A escolha do passo ↵k pode ser feita a partir de buscas unidirecionais exatas ou inexatas. Na
proposta de busca exata, a estratégia é escolher o passo ↵ como sendo mintf(~x+ t~d). Com isso,
as buscas exatas são, elas mesmas, problemas de minimização que, em geral, podem se tornar
bastante sofisticados.

A adaptação para o funcional de energia, ⌦, é feita, de forma não expĺıcita, via a nossa
vetorização de matrizes. Os produtos escalares são substitúıdos pelo traço do produto de ma-
trizes, devido ao lema 2.1. Já o gradiente do campo f é substitúıdo pela equação 3.1 e o vetor
~x procurado é a vetorização da matriz densidade ⇢.

3.2 A Busca Unidirecional Exata

Como dissemos, em processos de busca exata, ↵ deve ser escolhido de modo a produzir o ponto
(matricial) da reta que passa por ⇢ com direção D onde ⌦ assume o menor valor posśıvel. Para
isso, fixadas as matrizes ⇢ e D, deve-se encontrar os pontos cŕıticos da função real, de uma
variável real, ⌦(⇢ + ↵D). A derivada desta função pode ser calculada de forma simples usando
a regra da cadeia desenvolvida aqui (equação (2.1)) e o fato de que, além do operador traço
matricial ser linear, o traço do produto de matrizes independe da ordem em que o produto
é realizado. Assim, obtem-se que esta derivada é um polinômio de grau dois em ↵, dado por
d

d↵⌦(⇢+↵D) = A↵2+B↵+C, onde A = �6tr(D3(H�µI)), B = 6tr(D2(H�µI))�12tr(D2⇢(H�
µI)) e C = tr(D⇢(H � µI)) � 6tr(D⇢2(H � µI)). Os pontos cŕıticos procurados são então os
zeros deste polinômio. Casos em que este polinômio gere ráızes complexas devem ser tratados
com buscas inexatas, como pode ser visto em [1].

3.3 O Algoritmo

No algoritmo 19 temos um pseudocódigo, baseado na metodologia do NLCG, para a minimização
do funcional ⌦(⇢).

Algoritmo 1: NLCG para o funcional de energia (Polak-Ribière-type)

Entrada: ⌦,r⌦, ⇢0, tol, itmax {funcional de energia, gradiente do funcional, estimativa
inicial para a matriz densidade e número máximo de iterações }

Sáıda: matriz densidade eletrônica ⇢ para o estado fundamental
1 ińıcio
2 it 0;
3 D0  �r⌦(~⇢0);
4 ⇢ ⇢0;
5 D  D0;
6 G D0;
7 enquanto kGk > tol e it < itmax faça
8 G0  r⌦(⇢0);
9 Determine ↵ usando uma busca unidirecional

10 ⇢ ⇢ + ↵D;
11 Determine o Potencial Qúımico µ;
12 G r⌦(⇢);

13 �  
tr(G(G�G0)t)

tr(G0Gt
0)

;

14 D  �G + �D;
15 ⇢0  ⇢;
16 it it + 1;

17 fim

18 fim
19 retorna ⇢
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Note que, o que construimos foi um processo iterativo que constrói a matriz densidade
eletrônica do estado fundamental. Como o nosso objetivo final é o valor da energia eletrônica,
e não a matriz densidade, devido a fórmula (1.1), mais uma vez o processo de vetorização não
se manifesta explicitamente.

4 Conclusões

Usando um isomorfismo linear existente entre os espaços vetoriais Mn e Rn2
constrúımos, de

forma bastante natural, o conceito de matriz gradiente de uma função real de variável matricial.
Com as identificações obtidas, pudemos estabelecer alguns resultados fundamentais do Cálculo
Diferencial, já consagrados em espaços Rd, para as funções de uma variável matricial. Estes
resultados ficaram apresentados de forma nativa em Mn, no sentido de não fazerem uso expli-
cito do isomorfismo fixado. Por fim, aplicamos este formalismo a uma função real de variável
matricial presente em uma metodologia para o cálculo da energia quanto mecânica de um cristal,
conhecido por DMTB, derivando tal função e adaptando um método de Gradiente Conjugado
Não Linear para a versão matricial. Devido a generalidade na abordagem apresentada, as fer-
ramentas desenvolvidas aqui podem ser usadas para tratar outras versões do DMTB, tais como
em [4], [2] e [5], bem como aplicações a quaisquer outras áreas que tratem de funções reais de
uma variável matricial, sem maiores dificuldades. Especificamente para a versão apresentada
em [2], recomendamos [1] como referência para a implementação computacional dos algoritmos
constrúıdos aqui, bem como os resultados da simulação para cristais de Siĺıcio. Finalmente,
gostaŕıamos de mencionar que adotamos um enfoque que, em grande parte, não pode ser encon-
trado na literatura e que permite a obtenção de resultados profundos de maneira simples e com
poucos pré-requisitos, tornando assim a exposição acesśıvel a um grande número de leitores.
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Resumo: Os números de Ramsey multipartidos por classes foram introduzidos em 2004, gene-
ralizando os célebres números de Ramsey. Denote por C4 o 4-ciclo e seja K1,n a estrela com n+1
vértices. Neste trabalho, investigamos limitantes em C4�K1,n números de Ramsey multipartidos
por classes. São exploradas relações entre estes números e os C4 � K1,n números de Ramsey
generalizados. Então, várias classes quase otimais ou exatas são derivadas como aplicações.

Palavras-chave: Número de Ramsey, Grafo Multipartido, 4-Ciclo, Estrela

1 Introdução

Começamos introduzindo alguns conceitos. Um grafo (simples) é um par G = (V (G), E(G)),
em que V (G) é um conjunto finito não-vazio e E(G) é uma famı́lia de subconjuntos de V (G)
de cardinalidade 2. Os elementos de V (G) são denominados vértices e os elementos de E(G)
de arestas. Quando não houver confusão, escrevemos simplesmente V e E no lugar de V (G) e
E(G), respectivamente. Dois vértices u e v são adjacentes (ou vizinhos) se {u, v} 2 E(G). Um
grafo completo com n vértices, denotado por Kn, é um grafo em que dois vértices quaisquer
são adjacentes (veja a Figura 1). Nas Figuras 2 e 3 temos mais dois exemplos de grafos sendo,
respectivamente, um C4 (4-ciclo) e uma estrela K1,4. Dados c e s inteiros positivos, denotamos
por Kc⇥s um grafo multipartido completo, cujo conjunto de vértices pode ser particionado em c
classes, com s vértices em cada, de modo que vértices de uma mesma classe não são adjacentes,
e de classes distintas são sempre adjacentes (por exemplo, a Figura 4 ilustra um K3⇥2).

Figura 1: K4 Figura 2: C4 Figura 3: K1,4 Figura 4: K3⇥2

Um dos problemas mais estudado em Combinatória consiste em determinar o número de
Ramsey para grafos, definido a seguir. Sejam G1 e G2 grafos simples. O número de Ramsey
r(G1; G2) é o menor inteiro positivo c tal que, dado qualquer subgrafo H do grafo completo
Kc com c vértices, tem-se que H contém uma cópia de G1 ou existe uma cópia de G2 no
complementar de H (relativo a Kc). Segue do teorema clássico de Ramsey [10] que r(G1; G2) é
finito para cada par de grafos simples, mas seu valor exato é conhecido apenas em alguns casos
especiais. O número r(G1; G2) também é chamado de número de Ramsey generalizado.

Os mais antigos e mais famosos exemplos de números de Ramsey são os que envolvem
grafos completos, a saber, r(k, l) = r(Kk; Kl). Esses números ficaram conhecidos como números
de Ramsey clássicos. Desde seu surgimento em 1930, poucos valores exatos de r(k, l) foram
determinados devido a dificuldade do assunto. De acordo com o “survey” [9] que é atualizado
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periodicamente, as estimativas conhecidas sobre r(k, l), para k, l  10, podem ser vistas na
Tabela 1.

a \ b 3 4 5 6 7 8 9 10
3 6 9 14 18 23 28 36 40-42
4 18 25 36-41 49-61 59-84 73-115 92-149
5 43-48 58-87 80-143 101-216 133-316 149-442
6 102-165 115-298 134-495 183-780 204-1171
7 205-540 217-1031 252-1713 292-2826
8 282-1870 329-3583 343-6090
9 565-6588 581-12677
10 798-23556

Tabela 1: Estimativas do número r(k, l)

Devido às várias aplicações (geometria computacional, teoria da informação, algoritmos in-
variantes, análise harmônica, espaços métricos, Teoria dos Números, por exemplo), muitos pes-
quisadores têm estudado extensivamente a Teoria de Ramsey e suas conexões com muitas áreas
da matemática e da ciência da computação (álgebra linear, Teoria dos Números, Teoria dos
Grupos, algoritmos, estruturas discretas como geometrias finitas). Essas e outras aplicações da
Teoria de Ramsey são dadas em [13]. Indicamos o livro [6] para uma visão geral sobre o tema.

Além do estudo dos números de Ramsey para G1 e G2 grafos completos, muitos outros
tipos de grafos foram abordados, dentre os quais destacamos os ciclos, caminhos, árvores, grafos
bipartidos, por exemplo. Veja o trabalho [9] para mais exemplos. Um desses números nos chama
mais atenção. Falamos mais sobre tal número nos parágrafos seguintes.

Denote por C4 o 4-ciclo e por K1,n a estrela com n + 1 vértices. O estudo sistemático dos
números r(n) := r(C4; K1,n) foi iniciado por Parsons [11] em 1975, que calculou o limitante
superior geral r(n)  n + d

p
n e + 1 e computou as classes exatas r(n) = n + q + 1 para n = q2

ou n = q2 +1, onde q denota uma potência de primo. Essencialmente, esses limitantes inferiores
são derivados de grafos polaridades em planos projetivos.

Assim como para os números r(k, l), a determinação de valores exatos para r(n) também é
um problema dif́ıcil. Diversas ferramentas foram utilizadas a fim de contornar essa dificuldade e
apresentar limitantes inferiores para r(n). Com base em subgrafos de grafos polaridade, Parsons
[12] obteve as seguintes classes exatas: para uma potência de primo ı́mpar q e qualquer k no
intervalo 1  k  (q + 3)/4, r(q2

� 2k) = q2 + q � 2k + 1; se q é uma potência de 2, então
r(q2

�k) = q2 +q�k+1 para qualquer k tal que 1  k  q�1 ou k = q+1. Mais classes exatas
foram apresentadas posteriormente por outros pesquisadores usando variadas ferramentas para
a obtenção dos limitantes inferiores, tais como grafos polaridade a partir de uma famı́lia de
quadrados latinos e grafos a partir de corpos finitos.

Em 2004, Burger et al. [2] introduziram uma generalização do número de Ramsey para grafos
multipartidos. Mais especificamente, dado um inteiro s � 1, o número de Ramsey multipartido
por classes Ms(G1; G2) é o menor inteiro positivo c com a propriedade: para qualquer subgrafo
H do grafo multipartido completo Kc⇥s, H contém uma cópia de G1 ou existe uma cópia de
G2 no complementar de H relativo a Kc⇥s. Como Kc⇥1 é isomorfo a Kc, esses números podem
ser considerados como uma extensão dos números de Ramsey, mais formalmente, M1(G1; G2) =
r(G1; G2).

Motivados pelo estudo de r(n) e pela possibilidade de uso das variadas ferramentas para tal
estudo, neste trabalho investigamos os números Ms(n) := Ms(C4; K1,n). Assim, r(n) pode ser
reformulado como M1(n).

Veremos que é posśıvel estabelecer conexões entre r(n) e Ms(n). Veremos, também, que o
estudo dos números Ms(n) possibilita a utilização de várias ferramentas e técnicas da Teoria
dos Números, Análise e Combinatória, por exemplo.
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2 Preliminares

Enunciamos aqui as principais ferramentas utilizadas em nosso trabalho. Começamos definindo
alguns conceitos da Teoria dos Números (para mais detalhes, indicamos o livro [8]).

Como pode ser visto na Introdução, o limitante superior do número r(n) é dado em termos
da função dxe, chamada de função teto. Temos que dxe denota o menor inteiro j tal que
j � 1 < x  j. De modo análogo, define-se a função piso bxc como sendo o maior inteiro i tal
que i  x < i + 1. São funções muito comuns na Teoria de Ramsey.

Outro conceito é o de divisibilidade entre números inteiros. Dados dois inteiros a e b, dizemos
que a divide b, e escrevemos a|b, quando existe um inteiro q tal que b = qa.

Dado um inteiro s � 1, lembremos que a função phi de Euler �(s) é definida como o número
de inteiros a no intervalo 1  a  s para os quais mdc(a, s) = 1, onde mdc(a, s) denota o
máximo divisor comum de a e s. Assim, se s é um número primo, é fácil ver que �(s) = s � 1.
Na sequência, temos um resultado clássico da Teoria dos Números que envolve essa função.

Teorema de Euler: Dados inteiros a e s > 1 tais que mdc(a, s) = 1, temos que s|(a�(s)
� 1).

Um resultado simples mas que possui várias aplicações na resolução de problemas em Com-
binatória é o prinćıpio da casa dos pombos, e recebe este nome pois uma maneira de enunciá-lo
é a seguinte:

“Suponha que m + 1 pombos vivem em m casas. Então, existe ao menos uma casa
com pelo menos 2 pombos vivendo nela”.

Ferramentas da Análise também são utilizadas no estudo dos números de Ramsey. Em
particular, destacamos as funções convexas. Nesse contexto, vale a seguinte desigualdade.

Desigualdade de Jensen: Sejam �1, . . . , �k � 0 números reais tais que �1 + . . .+�k = 1, onde
k � 2. Se f : R+

! R é uma função convexa, então para todos x1, . . . , xk 2 R+ vale

f(�1x1 + . . . + �kxk)  �1f(x1) + . . . + �kf(xk).

Sabendo-se que a função binomial f(x) =
�x
2

�
é convexa, podemos aplicar a desigualdade de

Jensen considerando �i = 1/k, 1  i  k. Logo,

kX

i=1

✓
xi

2

◆
� k

✓
(
Pk

i=1 xi)/k

2

◆
. (1)

A desigualdade de Jensen e a função binomial são ótimas ferramentas que compõem argu-
mentos de densidade. Esse tipo de argumento será retomado na próxima seção.

Por conveniência, dispomos aqui mais algumas notações da Teoria de Grafos que usamos
ao longo do trabalho. Seja G = (V (G), E(G)) um grafo. Dado W ✓ V (G), G[W ] representa
o subgrafo de G induzido por W . Como usual, a vizinhança de um vértice v é representada
por NG(v) = {u 2 V (G) : {u, v} 2 E(G)} com grau dG(v) = |NG(v)|. A notação simplificada
H ✓ G indica que H é um subgrafo de G, enquanto que H * G significa que G não contém uma
cópia de H. Referimos ao livro [1] para informações adicionais sobre Teoria de Grafos.

3 Um limitante superior

Argumentos de densidade têm sido um poderoso método na exploração de problemas da Teoria
Extremal dos Grafos. Usando este método, Parsons [11] obteve o limitante superior geral r(n) 

n+ d
p

n e+1. Uma adaptação para grafos multipartidos pode estender o limitante de Parsons,
exceto para o caso em que n é um número quadrado, como é estabelecido na seguinte afirmação
que provamos em [5, Proposição 3.1].
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Proposição 1: Para inteiros s � 1 e n � 2, seja t = n + s � 1. Valem os seguintes limitantes
superiores:

Ms(n) 

8
>>>><

>>>>:

n +
p

t

s
+ 2, se

p
t 2 Z e s | (n +

p
t);

⇠
n +

p
t

s

⇡
+ 1, caso contrário.

Apresentamos a ideia da demonstração a partir de um exemplo. Vamos mostrar que c = 4
é um limitante superior do número M2(3), isto é, M2(3)  4. Para isso, seja H = (V, E) um
subgrafo qualquer de K4⇥2 e seja H, o complementar de H relativo a K4⇥2. Se K1,3 ✓ H, não
há o que fazer. Assim, suponha que K1,3 * H. Então, dH(v)  2 para todo v 2 V (K4⇥2).
Como dH(v) + dH(v) = (c � 1)s = 6, então vale a desigualdade

dH(v) � 4 (2)

para todo v 2 V . Para verificar que H contém uma cópia de C4, o argumento de densidade
é essencialmente baseado na afirmação a seguir. Seja ↵ o número de cópias de K1,2 em H.
Observe que K4⇥2 possui 8 vértices.

Afirmação 1: Se ↵ >
�8
2

�
= 28, então existe uma cópia de C4 em H.

De fato, note que uma cópia de K1,2 em H pode ser
representada pelo par ordenado (v, {u, w}) tal que
u 6= w e v é adjacente a ambos u e w em H (veja a
Figura 5). Se ↵ >

�8
2

�
, o prinćıpio da casa dos pombos

afirma que ao menos um par de vértices u 6= w tem
mais de um vizinho em comum, formando uma cópia
de C4 em H (veja a Figura 6). Figura 5: K1,2 Figura 6: C4

Vamos determinar ↵. Aplicando as desigualdades (1) e (2), obtemos

↵ =
X

v2V

✓
dH(v)

2

◆
� |V |

✓�P
v2V dH(v)

�
/|V |

2

◆
� 8

✓
4

2

◆
= 48.

As últimas desigualdades e a Afirmação 1 garantem que H contém uma cópia de C4 e,
portanto, M2(3)  4.

As Figuras 7 e 8 exibem, respectivamente, subgrafos H e H de K3⇥2, onde H é o comple-
mentar de H relativo a K3⇥2. Observe que C4 * H e K1,3 * H, logo M2(3) > 3. Portanto,
temos M2(3) = 4, o que mostra que o limitante superior dado nessa seção é atingido.

Figura 7: H ✓ K3⇥2 Figura 8: H ✓ K3⇥2

4 Propriedade de crescimento

Consideremos, inicialmente, o número r(n). Sabemos que a relação r(n)  r(n+1) é verdadeira
para todo inteiro n � 2, pois K1,n ✓ K1,n+1. Em [3], Burr et al. questionaram se a desigualdade
r(n + 1)  r(n) + 2 é verdadeira para todo inteiro n � 2. Em 1997, G. Chen [4] mostrou que
tal desigualdade é satisfeita para todo n � 2.
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Pensando de modo análogo para o número Ms(n), uma questão natural surge: qual é a
relação entre Ms(n) e Ms(n + 1), além da trivial Ms(n)  Ms(n + 1)? Apresentamos uma
resposta para tal questão na proposição abaixo, a qual generaliza o resultado de Chen.

Proposição 2: Para inteiros s � 2 e n � 2, Ms(n + 1)  Ms(n) + 2.
Para a demonstração, denote por c = Ms(n) e suponha por contradição que Ms(n+1) > c+2.

Logo, existe um subgrafo G de K(c+2)⇥s tal que G não contém uma cópia de C4, nem G (o
complementar de G relativo a K(c+2)⇥s) contém uma cópia de K1,n+1. Escreva

V = V (K(c+2)⇥s) = V1 [ . . . [ Vc [ Vc+1 [ Vc+2.

Vamos analisar o subgrafo induzido H = G[V1 [ . . .[Vc] de G, obtido deletando-se os vértices de
Vc+1 [Vc+2. A escolha de c implica que C4 ✓ H ou K1,n ✓ H. Como C4 ✓ H, o grafo G contém
uma estrela K1,n. Denote por u1 um vértice em G de grau n. Sem perda de generalidade,
suponha u1 2 V1. Um argumento análogo mostra que existe outra estrela K1,n em G[V \ (V1 [

Vc+2)], cujo vértice de grau n é denotado por u2. Tais estrelas estão contidas em G[V \ (Vc+1 [

Vc+2)] e G[V \ (V1 [ Vc+2)], respectivamente, e K1,n+1 * G, assim

Vc+1 [ Vc+2 ✓ NG(u1) e V1 [ Vc+2 ✓ NG(u2). (3)

Sejam x, y 2 Vc+2. Por (3), os vértices u1, x, u2 e y induzem um C4 em G, uma contradição.
Portanto, Ms(n + 1)  c + 2.

5 Uma classe exata

Uma abordagem computacional mostra que M2(4)  4, enquanto que o limitante superior
da Seção 3 produz apenas M2(4)  5. Contudo, veremos que o limitante superior pode ser
otimal para várias classes aqui apresentadas. Em particular, se os parâmetros s e n satisfazem
adequadas condições aritméticas, então o limitante superior é atingido. Mais especificamente,
provamos em [5, Proposição 3.2] o seguinte resultado:

Proposição 3: Dados inteiros s, n � 2, seja t = n + s � 1. Suponha que (n +
p

t)/s não é um
inteiro e d

�
n +

p
t
�
/se  b(n + 1)/sc + 1. Então,

Ms(n) =

⇠
n +

p
t

s

⇡
+ 1.

Em quais situações as hipóteses da afirmação anterior se aplicam? Vejamos um exemplo.

Exemplo: Sejam s = 4 e n = 4k � 1, 1  k  5, para os quais temos t = n + s � 1 = 4k + 2.
Observe que, para cada k no intervalo citado, n, s e t satisfazem as condições da Proposição 3.
Assim, obtemos os seguintes valores exatos:

M4(3) = 3, M4(7) = 4, M4(11) = 5, M4(15) = 6 e M4(19) = 7.

O próximo resultado mostra que, se s e n satisfazem adequadas condições aritméticas, então
valem as hipóteses da última proposição e uma classe exata do número Ms(n) é obtida.

Teorema 4: Dado s � 2, seja a um inteiro tal que �1  a  bs/2c � 1. Para todo inteiro k no
intervalo 1  k  s � (2a + 1),

Ms(ks + a) = k + 2.

Apresentamos a prova completa em [5, Teorema A]. Aqui, damos uma ideia da demonstração.
Fazendo n = ks+a e t = n+s�1, com a e k nos respectivos intervalos indicados, vale a igualdade
b(n+1)/sc+1 = k+1 e, também, a desigualdade 0 < a+

p
(k + 1)s + a � 1 < s. Assim, obtemos

⇠
n +

p
t

s

⇡
= k +

&
a +

p
(k + 1)s + a � 1

s

'
= k + 1 =

�
n + 1

s

⌫
+ 1,
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e o resultado segue como uma aplicação da Proposição 3.

Exemplo: Usando a Proposição 4, vamos determinar as demais classes não contempladas no
último exemplo no qual s = 4. De acordo com o resultado anterior, para cada a e k nos
respectivos intervalos 0  a  1 e 1  k  �2a + 3 (os valores calculados no último exemplo
correspondem a a = �1), obtemos os valores exatos

M4(4) = 3, M4(8) = 4, M4(12) = 5 e M4(5) = 3.

6 Limitantes inferiores a partir de números de Ramsey

Para s fixo, o valor de n = ks + a no Teorema 4 pertence ao intervalo [s � 1; s2 + s]. Para
estender o intervalo do parâmetro n, aplicamos a seguinte conexão entre r(n) e Ms(n), provada
em [7] por Magnant e Yusko.

Proposição 6: Para quaiquer inteiros s � 1 e n � 2,

�
r(n) � 1

s

⌫
+ 1  Ms(n).

Assim, a partir do conhecimento de classes exatas de r(n) juntamente com a proposição
anterior e o limitante superior da Seção 3, é posśıvel estimar valores para Ms(n). Para esse
propósito, listamos apenas algumas classes mais conhecidas sobre r(n).

Teorema 5: Seja q uma potência de primo. Valem as seguintes classes exatas:

(1) [11, Teoremas 1 e 2] r(q2 + k) = q2 + q + 1 + k, em que k 2 {0, 1};

(2) [12, Teorema 3] r(q2
� q � 1) = q2, se q é par.

Vamos discutir o impacto do resultado anterior. Para ilustrar a primeira consequência, certos
números Ms(n) podem ser obtidos com um erro de, no máximo, uma unidade.

Proposição 7: Seja k 2 {0, 1}. Dados um inteiro s � 2 e uma potência de primo q � 4 tais
que s  2(q + 1) � k, denote Lk = (q2 + k +

p
q2 + k + s � 1)/s. Se Lk não é um inteiro, então

dLke  Ms(q2 + k)  dLke + 1.
O limitante inferior segue da Proposição 6 aplicada à classe r(q2 + k) = q2 + q + 1 + k (Item

(1) do Teorema 5), enquanto que o limitante superior é obtido pela Proposição 1. Damos uma
prova completa em [5, Proposição 4.3].

O resultado anterior reflete que ou a Proposição 6 ou a Proposição 1 é otimal para tais
parâmetros. Isso nos leva a pensar se algo similar ocorre quando consideramos a classe exata
r(q2

�q�1) = q2, onde q é uma potência de 2 (Teorema 5 (2)). A Tabela 2 faz uma comparação
entre os limitantes inferior l e superior L dados pelas Proposições 6 e 1, respectivamente.

s \ n = q2
� q � 1 11 55 239 991 4031

2 8-9 32-33 128-129 512-513 2048-2049
3 6-6 22-22 86-86 342-342 1366-1366

Tabela 2: l  Ms(n)  L para s = 2, s = 3 e q 2 {4, 8, 16, 32, 64}

Embora a diferença não exceda 1 quando s = 2, para s = 3 temos l = L. Fazendo os cálculos
para outros valores de s é posśıvel perceber que, se s é ı́mpar, a igualdade l = L se verifica em
vários casos, como é dado no resultado a seguir.

Teorema 8: Seja s um inteiro ı́mpar, com s � 3, e suponha que m é um inteiro positivo tal
que s|(4m

� 1) e 2m
� s. Para todo inteiro positivo k,

Ms(2
2mk

� 2mk
� 1) =

22mk
� 1

s
+ 1.
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Damos uma prova para o Teorema 8 em [5, Teorema B].

Considere s = 3. Como mdc(4, 3) = 1, o Teorema de Euler garante que 3|(4�(3)
� 1). A

desigualdade 2�(3)
� 3 também é satisfeita e o Teorema 8 pode ser aplicado fazendo-se m = �(3).

De um modo geral, demonstramos a seguinte afirmação em [5, Corolário 4.4].

Corolário 9: Seja s � 3 um inteiro ı́mpar. Para qualquer inteiro positivo k,

Ms(2
2�(s)k

� 2�(s)k
� 1) =

22�(s)k
� 1

s
+ 1.

Nessa seção, apresentamos apenas algumas estimativas para Ms(n) obtidas via limitantes
inferiores a partir dos números de Ramsey r(n). Em [5, Teorema C], obtivemos mais estimativas
através de outras classes exatas de r(n) não listadas no Teorema 5.
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é parcialmente suportado pelo CNPq/MCT: 311703/2016-0.
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Tiago Augusto dos Santos Boza
UFSC - Colégio de Aplicação

88040-900, Florianópolis, SC
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Resumo

Esse trabalho tem como objetivo apresentar uma semântica de vizinhança para uma
lógica modal, a saber, a lógica proposicional do plauśıvel. A lógica do plauśıvel foi proposta
como uma forma de tratar um quantificador não clássico, no grupo das lógicas moduladas,
que tem seus modelos conectados com uma variação do conceito de espaço topológico. Esta
estrutura de espaço pseudo-topológico pode ser destacada e se transformar também num
modelo para uma lógica proposicional, em que os seus operadores interpretam operadores
lógicos de caráter modal. Por ser uma lógica modal não normal, a lógica proposicional do
plauśıvel não admite uma semântica de Kripke, porém têm semântica de vizinhança, uma
semântica relacional.

Palavras Chave: lógica modal, lógica proposicional do plauśıvel, semânticas de vizinhança

Introdução

De um modo geral, as chamadas lógicas modais inserem um novo operador não definido
à partir dos operadores clássicos e, assim, estendem as lógicas clássicas.

Há também extensões modais de lógicas distintas da lógica clássica, mas o sistema aqui
considerado está de acordo com este modo geral.

As usuais lógicas modais normais têm como semânticas essenciais os modelos de Kripke,
ou semântica dos mundos posśıveis, que resgatam boas intuições das lógicas modais normais.

Também tratamos com modelos de mundos posśıveis, mas com pequenas adequações. A
lógica proposicional do plauśıvel recebeu originalmente uma semântica algébrica, mas então
buscamos modelos relacionais.

O elemento original deste trabalho é a arquitetura de uma semântica relacional para a
lógica proposicional do plauśıvel.

1 A motivação quantificacional

A formalização lógica quantificacional dos espaços pseudo-topológicos surgiu em [6], como
uma extensão conservativa da lógica clássica de primeira ordem L, ou seja, inserindo um novo
quantificador não definido à partir dos quantificadores clássicos, existencial (9) e universal
(8). Para mais detalhes sobre L ver [3] ou [5].

Esta lógica de primeira ordem, apresentada por [6], foi denominada de lógica do plauśıvel
e denotada por L(P ).
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A lógica estendida L(P ) é determinada pelos seguintes acréscimos:
- a linguagem L de L(P ) conta com um novo śımbolo de quantificador P e sentenças do

tipo Px '(x) são bem formadas em L(P ).
- axiomas espećıficos do quantificador P :
(A1) Px '(x) ^ Px  (x) ! Px('(x) ^  (x))
(A2) Px '(x) ^ Px  (x) ! Px('(x) _  (x))
(A3) 8x '(x) ! Px '(x)
(A4) Px '(x) ! 9x '(x)
(A5) 8x('(x) !  (x)) ! (Px '(x) ! Px  (x))
(A6) Px '(x) ! Py '(y), se y é livre para x em '(x).
- regras de dedução:
(MP) Modus Ponens: ',' !  `  
(Gen) Generalização: ' ` 8x'(x).

Os demais conceitos sintáticos são como os usuais, vide [3] ou [5].

Definição 1.1 Um espaço pseudo-topológico é um par (E, ⌦), em que E é um conjunto não-
vazio e ⌦ um subconjunto de P(E). Cada membro de ⌦ é denominado um aberto de (E, ⌦),
de maneira que:

(i) se A, B 2 ⌦, então A \ B 2 ⌦;
(ii) se A, B 2 ⌦, então A [ B 2 ⌦;
(iii) E 2 ⌦;
(iv) ; /2 ⌦.

Definição 1.2 Um subconjunto F de E é fechado em (E, ⌦) quando seu complementar FC

é um aberto em (E, ⌦).

As estruturas adequadas para L(P ), estruturas do plauśıvel, são extensões das estruturas
de primeira ordem A.

Assim dada uma estrutura A, consideremos que o seu domı́nio é denotado por A. Uma
estrutura do plauśıvel, denotada por A

⌦, é determinada a partir A pelo acréscimo de um
espaço pseudo-topológico ⌦ sobre o universo A.

A interpretação dos śımbolos de relação, função e constante é a mesma de L com relação
à A.

Definição 1.3 A satisfação de uma sentença do tipo Px '(x) em A
⌦ e definida indutiva-

mente por:
- se ' é uma fórmula cujas variáveis livres estão em {x} [ {y1, ..., yn} e a = (a1, ..., an)

é uma sequência de elementos de A, então:

A
⌦ ✏ Px '[x, a] , {b 2 A : A

⌦ ✏ [b, a]} 2 ⌦.

Para a sentença Px '(x), tem-se A
⌦ ✏ Px '(x) , {a 2 A : A

⌦ ✏ '(a)} 2 ⌦.
As outras noções semânticas são são como as usuais, novamente vide [3] ou [5].
Grácio [6] demonstrou que as estruturas do plauśıvel são modelos corretos e completos

para L(P ).

1.1 Uma formalização axiomática e proposicional

Com ênfase apenas nos espaços pseudo-topológicos apresentamos a versão proposicional
da lógica do plauśıvel, conforme [4].

Denotamos esta lógica por L(r). Ela estende a lógica proposicional clássica (LPC)
na linguagem L = {¬, ^, _, !} com o acréscimo do operador unário r, donde obtemos a
linguagem proposicional L = {¬, ^, _, !, r}.

A lógica fica determinada pelo seguinte:
- Axiomas:
(Ax0) tautologias da LPC
(Ax1) (r' ^ r ) ! r(' ^  )
(Ax2) r(' _ ¬')
(Ax3) ¬r?.
- Regras de dedução:
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(MP ) Modus Ponens
(Rr) ` ' !  / ` r' ! r .

Diante disso, ' e  são plauśıveis se, e somente se, ' ^  é plauśıvel. Toda tautologia
é plauśıvel, nenhuma contradição é plauśıvel, e se ' é plauśıvel, então é plauśıvel ' _  . A
regra (Rr) diz que se ' !  e ' são plauśıveis, então também  é plauśıvel.

As demonstrações dos resultados abaixo podem ser encontradas em [4].

Proposição 1.4 (i) ` r? ! ?

(ii) ` r' ! r(' _  )
(iii) ` ' ) ` r'
(iv) ` ' ! ¬r¬'
(v) ` r' ! ¬r¬'
(vi) ` r¬' ! ¬r'.

Proposição 1.5 r' ! r(' _  ) , (r' _ r ) ! r(' _  ).

1.2 Álgebras dos espaços pseudo-topológicos

Agora, apresentamos a álgebra do plauśıvel, que corresponde à versão algébrica da lógica
da seção anterior, conforme [4].

Definição 1.6 Álgebra do Plauśıvel é uma estrutura P = (P, 0, 1, ^, _, ⇠, ]), de maneira que
(P, 0, 1, ^, _, ⇠) é uma álgebra de Boole e ] é o operador do plauśıvel, sujeito a:

(a1) ]a ^ ]b  ](a ^ b)
(a2) ]a  ](a _ b)
(a3) ]0 = 0
(a4) ]1 = 1.

Proposição 1.7 Se P = (P, 0, 1, ^, _, ⇠, ]) é uma álgebra do plauśıvel e a, b 2 P , então:
(i) a  b ) ]a  ]b
(ii) ]a ^ ]b = ](a ^ b)
(iii) ]a _ ]b  ](a _ b).

Proposição 1.8 Para cada álgebra do plauśıvel P = (P, 0, 1, ^, _, ⇠, ]) existe um monomor-
fismo h de P num espaço pseudo-topológico de conjuntos definidos em P(P(P )).

Definição 1.9 A interpretação de L(r) numa pseudo-topologia (E, ⌦) é uma função v com
as seguintes caracteŕısticas:

v(?) = ;

v(>) = E
v(' ^  ) = A \ B
v(' _  ) = A [ B
v(¬') = AC

v(r') = Å 2 ⌦.

Å é o interior de A, o maior aberto contido em A.

Proposição 1.10 Para a interpretação v acima, temos que:
` ' !  , v(') ✓ v( ).

2 Semântica Relacional para L(r)

Agora, apresentamos uma semântica relacional para a lógica proposicional do plauśıvel
e, então, a adequação entre esta estrutura semântica relacional e a axiomática introduzida
anteriormente.
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Definição 2.1 Um modelo relacional M para a lógica proposicional do plauśıvel é uma
terna M = hW, S, V i, em que:

- W é um conjunto não-vazio de mundos posśıveis;
- S uma função que associa cada x 2 W um conjunto de subconjuntos de W , isto é,

S(x) ✓ P(W ), de tal modo que satisfaz as seguintes condições:
(i) se X 2 S(x) e Y 2 S(x), então X \ Y 2 S(x);
(ii) se X 2 S(x), então X [ Y 2 S(x);
(iii) ; /2 S(x);
(iv) W 2 S(x);
- V é uma valoração em W , isto é, uma função do conjunto das fórmulas atômicas de

L(r) em P(W ).

Agora, temos de definir condições para que as fórmulas sejam válidas nesta nova estrutura.

Definição 2.2 O conjunto verdade de ' em M é denotado por k ' k
M e definido por

k ' k
M= {x 2 W : |=M

x '}.

Definição 2.3 Sejam M um modelo e x 2 W . Uma fórmula ' é verdadeira no mundo x,
o que é denotado por |=M

x ', se:
- as condições para os operadores Booleanos seguem como usualmente;
- |=M

x pi , x 2 V (pi), quando pi é uma variável proposicional;
- |=M

x r' , k ' k
M

2 S(x).

Em geral, denotamos o conjunto verdade ' apenas por k ' k.

Definição 2.4 Uma fórmula ' é válida num modelo M, quando é verdadeira para todo
x 2 W . A fórmula ' é válida se é verdadeira em todo modelo M.

Denotamos que uma fórmula ' é válida num modelo M por |=M ', e que ' é válida
apenas por |= '.

Definição 2.5 Se � é um conjunto de fórmulas e M é um modelo, então dizemos que |=M �
se |=M ', para cada ' 2 �.

Definição 2.6 Seja � [ {'} um conjunto de fórmulas. Dizemos que � implica ', ou que
' é uma consequência semântica de �, quando para todo modelo M, temos que se |=M �,
então |=M '.

Denotamos a consequência semântica por � |= '.

Proposição 2.7 Se M é um L(r)-modelo e ', são fórmulas quaisquer, então:
(i) k ¬' k = � k ' k;
(ii) k ' ^  k = k ' k \ k  k;
(iii) k ' _  k = k ' k [ k  k;
(iv) k ' !  k = � k ' k [ k  k;
(v) k ' $  k = (� k ' k [ k  k) \ (� k  k [ k ' k);
(vi) k r' k = {x 2 W : k ' k2 S(x)}.

Demonstração: O conjunto � k ' k coincide com W� k ' k, o complemento de k ' k

relativo à W .
As condições de (i) a (v) seguem imediatamente do caráter Booleano da lógica clássica e

da teoria dos conjuntos.
Resta mostrarmos a condição (vi). Por definição, x |= r' see x 2 k r' k. E isto

significa, portanto, que {x 2 W : k ' k 2 S(x)} = k r' k.

Proposição 2.8 (Correção) � ` ' ) � |= '.
Demonstração: Seja M um modelo para L(r). Fazemos a prova por indução sobre o
comprimento da dedução � ` '.

Quando n = 1, tem-se que ' pertence à � ou ' é um axioma. Desse modo, façamos em
duas partes:

- se ' 2 � ou ' é um axioma da LPC, nada temos a demonstrar;
- se ' é um dos axiomas modais, então:
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(Ax1) Se x 2 W e |=M
x r' ^ r , por ser um modelo Booleano, |=M

x r' e |=M
x r e,

assim, k ' k 2 S(x) e k  k 2 S(x). Pela condição (i) da Definição 2.1, temos k ' k \ k

 k 2 S(x) e, por definição, k ' ^  k 2 S(x). Desse modo, |=M
x r(' ^  ).

(Ax2) Para todo x 2 W , temos que |=M
x r>, pois k > k 2 S(x), para todo x 2 W . Logo,

para todo x 2 W , temos que |=M
x r> ou |=M

x r(' _ ¬').
(Ax3) Nenhum x 2 W é tal que |=M

x r?, pois do contrário k ? k 2 S(x) para algum
x 2 W . Logo, por ser Booleana, para todo x 2 W , temos que |=M

x ¬r?.
Quando n  k, temos como hipótese de indução que: � ` 'n ) � |= 'n.
Assim, há três possibilidades para o passo seguinte, k + 1, da indução: (i) 'k+1 é uma

premissa; (ii) 'k+1 é um esquema de axiomas; (iii) 'k+1 é deduzida a partir das regras MP
ou (Rr).

Para os itens (i) e (ii), a justificativa é como na base da indução.
Para a regra MP, sabemos da LPC que ela preserva a validade. Desse modo, falta-nos

analisar a regra (Rr).
(Rr) Sejam x 2 W , tal que |=M

x ' !  . Por ser um modelo Booleano e ` ' !  ,
temos que k ' k ✓ k  k. Dáı, para todo x 2 W , se k ' k 2 S(x), então k  k 2 S(x).
Assim, ou 6|=M

x r' ou |=M
x r e, por definição, temos |=M

x r' ! r .

Agora, daremos algumas definições e mostraremos alguns resultados para, por fim, de-
monstrarmos a completude de nosso sistema, relativo à semântica M.

Definição 2.9 Um conjunto de fórmulas � é maximalmente consistente quando � é con-
sistente e nenhuma extensão conservativa de � é consistente.

A demonstração do resultado abaixo pode ser encontrado em [2].

Proposição 2.10 (Lindenbaum) Todo conjunto maximalmente consistente � pode ser es-
tendido à um conjunto maximalmente consistente �.

A seguir, tratamos com modelos canônicos. Consideremos, o conjunto de todos os con-
juntos de fórmulas de L(r) que são maximalmente consistentes. Denotamos este conjunto
por �.

Definição 2.11 O conjunto de demonstrações de ' é o conjunto |'| = {� 2 � : ' 2 �}.

A demonstração da proposição seguinte pode ser encontrada em [2].

Proposição 2.12 Se ' e  são fórmulas quaisquer L(r), então:
(i) |¬'| = �|'|;
(ii) |' ^  | = |'| \ | |;
(iii) |' _  | = |'| [ | |;
(iv) |' !  | = �|'| [ | |;
(v) |' $  | = (�|'| [ | |) \ (�| | [ |'|);
(vi) |'| ✓ | | , ` ' !  ;
(vii) |'| = | | , ` ' $  .

Definição 2.13 A estrutura M = hW, S, V i é um modelo canônico para L(r), quando
satisfaz as seguintes condições:

- W = �;
- |'| 2 S(�) , r' 2 �, para todo � 2 W ;
- V (pi) = |pi|, para toda variável proposicional pi.

Proposição 2.14 Se M é um modelo canônico, então, para toda fórmula ' e todo � 2 W ,
tem-se � |=M ' , ' 2 �.
Demonstração: Faremos por indução sobre a complexidade das fórmulas de �, para o
conjunto de operadores {¬, ^, r}.

(i) Para ' ⌘ pi, com i 2 N: temos que � |=M pi see � 2 V (pi) see � 2 |pi|. Por
construção de |pi|, � é um conjunto em |pi| see pi 2 �.

(ii) Para ' ⌘ ¬ : � |=M
¬ see � 2M  . Pela hipótese de indução, temos que  /2 �,

e como � é maximalmente consistente, segue que ¬ 2 � e, portanto, ' 2 �.
(iii) Para ' ⌘  ^ �: � |=M  ^ � see � |=M  e � |=M �. Assim, por hipótese de

indução,  ,� 2 �. Pela LPC,  ^ � 2 � e, portanto, ' 2 �.
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(iv) Para ' ⌘ r : � |=M
r see k  k2 S(�). Desse modo, pela hipótese de indução,

para todo � 2 W , temos que � |=M  see  2 �, isto é, k  k = | |. Assim, k  k 2 S(�)
see | | 2 S(�). Agora, por definição de S(�), | | 2 S(�) see r 2 � e, assim, ' 2 �.

Mais algumas definições.

Definição 2.15 A estrutura Mc é o menor modelo canônico quando o conjunto S(�) contém
apenas conjuntos de demonstrações.

Definição 2.16 A suplementação de Mc é o modelo Mc
+ = hW, S+, V i, com a seguinte

condição adicional para S+. Para todo � 2 W e todo X ✓ W :
X 2 S+(�) , existe Y 2 S+(�) tal que Y ✓ X.

O conjunto S+(�) descrito acima pode ser facilmente reescrito da seguinte maneira:
S+(�) = {X ✓ W : |'| ✓ X, para alguma r' 2 �}.
Assim, claramente, S(�) ✓ S+(�). Falta-nos mostrar que esta suplementação é um

modelo canônico para L(r).

Proposição 2.17 Mc
+ é um modelo canônico para L(r).

Demonstração: Seja Mc o menor modelo canônico de L(r).
Precisamos verificar a seguinte equivalência: para toda fórmula ' e todo � 2 W :
|'| 2 S+(�) , r' 2 �.
()) Seja |'| 2 S+(�). Então, há Y 2 S(�) tal que Y ✓ |'|. Como Mc é o menor modelo

canônico, então Y = | |, para alguma fórmula  . Desse modo, | | ✓ |'| e r 2 �. Pelos
resultados anteriores, segue que `  ! ' e, por (Rr) temos que, ` r ! r'. Portanto,
r' 2 �.

(() Se r' 2 �, então |'| 2 S(�) e como S(�) ✓ S+(�), segue que |'| 2 S+(�).

Proposição 2.18 Se Mc é o menor modelo canônico para L(r) e Mc
+ é sua suple-

mentação, então Mc
+ = hW, S+, V i é um modelo relacional para L(r).

Demonstração: Pelo resultado anterior, segue que Mc
+ é um modelo canônico para L(r).

Devemos verificar as condições (i), (ii), (iii) e (iv) da Definição 2.1.
(i) Sejam � 2 W e X, Y ✓ W tais que X 2 S+(�) e Y 2 S+(�). Pela definição de

S+(�), existe Z ✓ X tal que Z 2 S(�) e também que existe U ✓ Y tal que U 2 S(�). Pela
condição (i) para S, segue que Z \ U 2 S(�) e, portanto, X \ Y 2 S+(�).

(ii) Sejam � 2 W e X ✓ W tal que X 2 S+(�). Pela definição de S+(�), existe Z ✓ X
tal que Z 2 S(�). Agora, para qualquer U ✓ W , por (ii) para S, temos que Z [ U 2 S(�) e,
assim, X [ U 2 S+(�).

(iii) Devemos mostrar que ; /2 S+(�). Como M = hW, S, V i é um modelo canônico para
L(r), então ; /2 S(�). Logo, não existe Y ✓ ; tal que Y 2 S(�) e, então, ; /2 S+(�).

(iv) Devemos mostrar que W 2 S+(�). Para � 2 W , o conjunto S+(�) 6= ;. Se
X 2 S+(�), então X ✓ W e, pela condição (ii), W 2 S+(�).

Definição 2.19 Seja Mc o menor modelo canônico e Mc
+ sua suplementação. O modelo

Mc
+
� = hW�, S�, V�i é suplementado para � quando as seguintes condições são válidas:
- W� = {⌃ 2 � : � ✓ ⌃};
- para todo ⌃ 2 W� e todo X ✓ W�:

X 2 S� , para algum Y 2 S+(⌃), X = Y \ W�;
- V�(pi) = {⌃ 2 � : pi 2 ⌃ e � ✓ ⌃}, para toda variável proposicional pi.

Intuitivamente, a estrutura acima é obtida excluindo de Mc
+ todos os conjuntos maxi-

malmente consistentes que não contém �.
Dessa forma, Mc

+
� é um modelo canônico e, portanto, as condições (i), (ii), (iii) e (iv)

da definição de modelo para L(r) continuam válidas para esta estrutura.
Mais ainda, constrúıdo dessa forma, para todo ⌃ 2 W�, � ✓ ⌃, segue-se que para K =

Mc
+
� , temos ⌃ |=K � e, portanto, |=K �.
Finalmente, mostraremos a completude.

Proposição 2.20 (Completude) Se � |= ', então � ` '.
Demonstração: Pela rećıproca da contrária.

Se � 0 ', então � 0 ¬¬' e, dáı, que � [ {¬'} é consistente.
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Pelo Teorema de Lindenbaum, existe um conjunto maximalmente consistente �, que
estende � [ {¬'}, isto é, � [ {¬'} ✓ �, com ¬' 2 � e ' /2 �.

Como � é um conjunto maximalmente consistente em L(r) e � ✓ �, considerando a
estrutura Mc

+
� , temos que para o modelo K = Mc

+
� vale � |=K � e � 6|=K '. Deste modo,

� 6|= '.

Com isto, temos uma semântica de vizinhança que é completamente adequada à versão
axiomática da lógica proposicional do plauśıvel L(r).

Considerações finais

O presente trabalho mostra uma semântica relacional para a lógica proposicional do
plauśıvel.

Iniciamos procurando alguma semântica de Kripke. No entanto, as semânticas de Kripke
usuais são aplicadas em lógicas modais normais. Dado que a lógica proposicional do plauśıvel
não é normal, precisamos de um outro para uma semântica de caráter relacional.

Chegamos nas semânticas relacionais ou de vizinhança. Elas tratam dos mundos posśıveis
e, no nosso caso, de algumas relações especiais impostas nas definições dos modelos que
investigamos.

Para as relações impostas, olhamos para os axiomas e obtivemos algumas relações que de
algum modo os espelham. Ao apresentarmos tais relações, mostramos a correção do sistema
lógico com esta nova semântica.

Para a completude tivemos que seguir um caminho encontrado na literatura, com os
conjuntos maximalmente consistentes, apoiados no Teorema de Lindenbaum.

A nova semântica para a lógica proposicional do plauśıvel foi alcançada.
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[1] CARNIELLI, W.; GRÁCIO M. C. C. Modulated logics and flexible reasoning. Logic and
Logical Philosophy, v. 17, n. 3, p. 211-249, 2008.

[2] CHELLAS, B. F. Modal Logic: an introduction. New York: University Press, Cambridge,
1999.

[3] EBBINGHAUS, H. D.; FLUM, J.; THOMAS, W. Mathematical logic. New York:
Springer-Verlag, 1984.

[4] FEITOSA, H. A., NASCIMENTO, M. C., GRÁCIO, M. C. C. A propositional version
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Campo Mourão, PR

E-mail: solaregina@gmail.com, feholi99@gmail.com.

Resumo: A obesidade no Brasil se mostra cada vez mais presente entre os seres humanos e as
suas principais causas são fatores genéticos e ambientais. Hábitos como refeições desorganiza-
das, às pressas ou ricas em calorias podem conduzir ao aumento de peso quando são repetidas
durante muito tempo. Nas mulheres, a maior tendência ao sobrepeso e obesidade ocorre durante
a menopausa, pois é uma fase em que ocorrem muitas alterações fisiológicas em todo o orga-
nismo, inclusive no metabolismo. Em situações de deficiência estrogênica, como ooforectomia
bilateral ou falência ovariana, diversos estudos com modelos animais e em humanos demons-
tram que há aumento da massa total de gordura corporal. Com o aumento da obesidade, muitos
medicamentos e tratamentos são produzidos com o objetivo de reduzir o peso. Entre esses medi-
camentos, os fitoterápicos vêm sendo utilizados com maior frequência devido aos seus benef́ıcios.
Assim, o objetivo desse trabalho é analisar a eficácia desses medicamentos utilizando métodos
estat́ısticos não-paramétricos com base em um banco de dados fornecido por pesquisadores do
Centro Universitário Integrado de Campo Mourão, onde ratas wistar foram submetidas à cirur-
gia de ovariectomia bilateral. Utilizamos o teste de Wilcoxon para verificar se a média do peso
das populações que foram tratadas com os fitoterápicos é significativamente menor do que as que
não foram submetidas à quaisquer tratamentos.

Palavras-chave: fitoterápicos, teste de hipóteses, métodos não-paramétricos

1 Introdução

A obesidade é uma mazela que afeta milhões de pessoas ao redor do mundo e tornou-se, nos
últimos anos, um grave problema de saúde pública. De acordo com Domenico et al. (2012), estu-
dos com modelos animais e em humanos demonstram que em situações de deficiência estrogênica
há alterações no tecido adiposo e aumento da massa total de gordura corporal.

Na busca de novas perspectivas para o tratamento da obesidade, a fitoterapia apresenta-se
como uma ótima alternativa devido ao seu baixo custo e aos poucos efeitos colaterais. Entre os
fitoterápicos, destacam-se o Meratrim, uma mistura de dois extratos vegetais obtidos a partir de
cabeças de flores de Sphaeranthus indicus e cascas de frutas Garcinia mangostana e, o Morosil,
um extrato da laranja vermelha. Nesse sentido, com o principal objetivo de verificar se esses
medicamentos são eficazes na perda de peso, utilizamos um banco de dados fornecido pelos
alunos da disciplina de Nutrição Experimental do Centro Universitário Integrado de Campo
Mourão, em que um estudo de caráter experimental foi realizado durante 16 semanas com
22 ratas Wistar pesando entre 150g e 160g. Das 22 ratas, 17 foram submetidas a cirurgia de
ovariectomia bilateral - OVX no intuito de induzir a obesidade por deficiência estrogênica. Desse
modo, as ratas foram distribúıdas em quatro grupos distintos:

Grupo OVX (n = 5): ratas submetidas à cirurgia de ovariectomia bilateral;
Grupo OVX+Meratrim (n = 6): ratas submetidas à cirurgia e induzidas ao tratamento com

Meratrim;
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Grupo OVX+Morosil (n = 6): ratas submetidas à cirurgia e induzidas ao tratamento com
Morosil;

Grupo controle (n = 5): ratas que não foram submetidas a tratamento ou cirurgia.
Desse modo, o objetivo dessa pesquisa é verificar se esses medicamentos são eficazes no que

diz respeito à perda de peso, ou seja, se os pesos das ratas das populações que foram tratadas
com esses fitoterápicos é significativamente menor do que as que não foram submetidas à nenhum
tipo de tratamento. Para tanto, métodos estat́ısticos, descritos a seguir, foram empregados na
análise.

2 Testes estat́ısticos

Os métodos estat́ısticos auxiliam na tomada de decisão, por meio de embasamento cient́ıfico,
permitindo assim, que seja encontrada a solução mais eficaz para o problema. Decisões tomadas
por meio da utilização de métodos estat́ısticos são denominadas de suposições fundamentadas,
já no caso da não utilização de embasamento cient́ıfico, representam meras suposições e, por
essa razão, podem se revelar não confiáveis (Mann, 2006).

A estat́ıstica é uma ciência que utiliza a análise dos dados para testar hipóteses, verificar
evidências, a existência de associações entre grupos e, até mesmo, a veracidade de fenômenos
de interesse, sendo posśıvel divid́ı-la em duas grandes áreas, a estat́ıstica descritiva e a inferen-
cial. Enquanto a primeira está ligada à coleta, organização e descrição dos dados, a estat́ıstica
inferencial é responsável pela redução, modelagem dos dados, a partir do que, finalmente, faz-se
a análise e tomada de decisão para a população da qual os dados foram obtidos. Um aspecto
importante dessa área da estat́ıstica é a possibilidade de fazer previsões, a partir das quais se
podem tomar decisões.

A inferência estat́ıstica divide-se em duas grandes vertentes, a estat́ıstica paramétrica e a
não-paramétrica. No primeiro caso, os parâmetros mais comuns são a média e a variância. De
acordo com Morettin e Bussab (2017), com base nesses parâmetros podemos descrever carac-
teŕısticas de uma população qualquer e testar hipóteses, de modo que, podemos saber se os
resultados experimentais, provenientes de uma amostra contrariam ou não uma afirmação sobre
um determinado parâmetro. No segundo caso, estat́ıstica não-paramétrica, não há nenhum tipo
de suposição sobre quaisquer parâmetros de uma determinada população.

Em alguns casos, os testes paramétricos apresentam suposições muito rigorosas e sua aplicação
torna-se praticamente inviável. Nesse contexto, os métodos não-paramétricos surgem como uma
alternativa, uma vez que, eles são mais flex́ıveis em relação aos paramétricos e sua aplicabilidade
é, em geral, mais fácil e a perda de eficácia é mı́nima. Nessa pesquisa utilizamos o Teste de
Wilcoxon com o intuito de analisar os efeitos dos medicamentos para a redução de peso das ratas
que induzidas à obesidade por deficiência estrogênica.

O teste de Wilcoxon é empregado com a finalidade de verificar se existe diferença significativa
entre duas populações, ou seja, identificar se uma das populações tende a apresentar média e/ou
mediana maiores do que a outra. Supondo que ambas as populações sejam independentes,
a base desse teste são os postos dos valores obtidos na combinação de duas amostras. Esse
processo é feito colocando-se os valores observados em ordem crescente, independentemente de
qual população tais valores são provenientes. A estat́ıstica a ser utilizada é a soma dos postos
associados aos valores amostrais de uma população P1. Caso essa soma seja grande, temos um
ind́ıcio de que os valores dessa população são maiores do que de P2, e, sendo assim, rejeitamos
a hipótese nula de que ambas as populações têm mesma média e/ou mediana.

Seja P1 a população das ratas que não foram submetidas a nenhum tipo de tratamento (ape-
nas a cirurgia de ovariectomia), P2 a população das ratas que foram submetidas ao tratamento
com o fitoterápico Meratrim e P3 a população das ratas que foram submetidas ao tratamento
com Morosil. Realizamos dois testes: o primeiro com o intuito de verificar se há diferença sig-
nificativa entre a média das populações P1 e P2 e, o segundo, entre a média das populações P1

e P3.
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Dessa forma, para o primeiro caso, as hipóteses a serem testadas são:

H0: não existe diferença significativa entre os pesos médios das ratas das populações P1 e
P2;

H1: existe diferença significativa entre os pesos médios das ratas das populações P1 e P2.

A tabela 1 resume os dados fornecidos pelos Pesquisadores do Centro Universitário Integrado
de Campo Mourão.

Semana OVX (P1) OVX+Meratrim (P2) OVX+Morosil (P3)
1 149,2 149,5 141,2
2 178,4 166 162,7
3 203,8 190,5 198,7
4 231,8 219,7 231,8
5 249,8 236 248,2
6 259,4 251,3 258,3
7 271,4 257,7 271,3
8 277,2 260,7 270
9 292,2 281,7 295,5
10 298,2 293,5 306,3
11 305,8 304,5 331
12 307 304,5 322,5
13 316,2 303,7 318,3
14 316,2 311,5 333,2
15 321,6 306,7 316,2
16 337 310,8 325,8

Tabela 1: Média dos pesos das populações.

No primeiro teste, colocamos em ordem crescente os valores observados de P1 e P2 de modo
que as observações ficaram dispostas da seguinte maneira

149,2 149,5 166,0 178,4 190,5 203,8 219,7 231,8

236,0 249,8 251,3 257,7 259,4 260,7 271,4 277,2

281,7 292,2 293,5 298,2 303,7 304,5 304,5 305,8

306,7 307,0 310,8 311,5 316,2 316,2 321,6 337,0

Em virtude da ocorrência de empates nos valores observados, empregamos o teste de Wilco-
xon para o caso em que as observações não são todas distintas.

Seja di a quantidade de observações empatadas e N a soma do tamanho das amostras n e
m, ou seja, N = m + n. Como os testes foram feitos em 16 semanas e ocorreram 4 observações
empatadas (duas na frequência 304,5 e duas na 316,2), temos que di = 4 e N = 16 + 16 = 32.
Note que a proporção di/N = 4/32 = 1/8 não é próxima de 1. Para esse caso, Bussab e Morettin
(2017) sugerem a seguinte aproximação normal

Z =
WS � E(WS)p

V ar(WS)
(1)

em que a estat́ıstica WS é calculada da seguinte forma

WS = S1 + S2 + ... + S15 + S16 = 2 + 3 + ... + 27 + 28 = 245. (2)
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Conforme sugerido por Bussab e Morettin (2017), a esperança e variância da estat́ıstica WS

para o caso em que as observações não são todas distintas são dadas por

E(WS) =
m(N + 1)

2
, (3)

V ar(WS) =
nm(N + 1)

12
�

mn

12N(N � 1)

eX

i=1

(d3
i � di), (4)

onde e é a quantidade de observações empatadas.
Assim, para as amostras consideradas, obtemos

E(WS) =
16 ⇥ (32 + 1)

2
= 264, (5)

V ar(WS) =
16 ⇥ 16 ⇥ (32 + 1)

12
�

16 ⇥ 16

12 ⇥ 32 ⇥ (32 � 1)
⇥ [(23

� 2) + (23
� 2)] = 703, 742. (6)

Dessa maneira, substituindo (2), (5) e (6) em (1), temos

Z =
WS � E(WS)p

V ar(WS)
= Z =

245 � 264
p

703, 742
⇠= �0, 71. (7)

Dessa maneira, denotamos Zobs = �0,71. Utilizando o ńıvel de signficância ↵, fixado em
5%, obtemos Zcrit = 1,64 e a seguinte região cŕıtica: RC = (�1; � 1,64] [ [1,64; 1). Como
Zobs /2 RC, não rejeitamos H0, isto é, com ↵ = 5% podemos concluir que não existe diferença
significativa entre os pesos médios das ratas dos grupos amostrais OVX e OVX+Meratrim.

De modo análogo, prodecemos o teste de hipóteses para as populações P1 e P3. Assim, temos

WS = 270, E(WS) = 264, V ar(WS) = 703, 484. (8)

Dessa maneira, para a estat́ıstica Z, obtemos

Z =
WS � E(WS)p

V ar(WS)
=

270 � 264
p

703, 484
⇠= 0, 22. (9)

Fixando novamente o ńıvel de significância em 5%, determinamos a região cŕıtica RC =
(�1; � 1,64] [ [1,64; 1). Como novamente Zobs /2 RC, aceitamos a hipótese nula, isto é, não
existe diferença significativa entre a média e/ou mediana de ambas as populações. Logo, o teste
indica um resultado equivalente para o caso anterior, isto é, o fitoterápico Morosil também não
apresentou resultados otimistas quanto à perda de peso para a amostra considerada.

3 Considerações Finais

Destacamos a relevância da abordagem de testes não-paramétricos no contexto apresentado,
justamente por serem mais simples de utilizar e de compreender, quando comparados aos testes
paramétricos. Outra vantagem desses métodos é que eles não exigem que a população a partir
da qual estejam sendo extráıdas as amostras sejam normalmente distribúıdas. Diante disso,
conclúımos que os métodos não-paramétricos demonstram ser ferramentas promissoras e com
vasto campo de aplicação como, por exemplo, na investigação da eficácia dos fitoterápicos na
redução de peso.

Apesar dos resultados dos testes indicarem não haver diferença significativa entre os pesos
médios e/ou medianos dos grupos considerados, não podemos classificar os fitoterápicos Mera-
trim e Morosil como ineficientes na redução de peso, o que deve ficar claro é que para a amostra
considerada os resultados não foram significativos. Para conclusão definitiva sobre a performance
dos medicamentos é preciso que amostras maiores sejam consideradas. Todavia, não devemos
descartar o ı́ndice de confiabilidade dos testes realizados.
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Nesse sentido, destacamos aqui que o uso de métodos não-paramétricos são alternativas
eficientes no estudo de novos tratamentos e medicamentos e, sua aplicabilidade tem se tornado
abrangente.
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[2] P. S. Mann. Introdução à estat́ıstica. LTC, Rio de Janeiro, 2006.

[3] J. M. Marques, and M. A. M. Marques. Estat́ıstica básica para cursos de engenharia.
Domı́nio do saber, Curitiba, 2005.

Anais do I Encontro Regional de Matemática Aplicada e Computacional do Vale do Itajaí(ERMAC-2019), Blumenau-SC

Página 175
ISBN: 978-65-80460-31-1





Aplicação do Delineamento Experimental DSD (Definitive Screening 
Design) em Otimização de Produto Industrial e Propostas para a 

Seleção dos Termos do Modelo 
 

Henrique Favre           Dr. Anselmo Chaves Neto 
Programa de Pós-Graduação em Métodos Numéricos Aplicados à  
Engenharia – Programação Matemática – UFPR, Curitiba – PR 

 E-mails: henriquefavre@gmail.com;   anselmo@ufpr.br 
 

Resumo: Este trabalho descreve a aplicação do delineamento experimental Definitive Screening 
(DSD) para a compreensão dos efeitos de seis (6) componentes na satisfação geral de um 
determinado produto. Por tratar-se de delineamento supersaturado, um método existente e 
específico para a seleção dos termos componentes do modelo foi utilizado, porém apresentando 
melhoria. Esse artigo propõe uma modificação no método e avalia seu resultado através de 
trabalhos de simulação. 
 

EXPOSIÇÃO DO PROBLEMA 
Em 2011, JONES & NACHTSHEIM [8] introduziram uma nova categoria de experimento de 

triagem, denominada Definitive Screening Designs (DSD). Este trabalho trata da aplicação de um 
DSD em um caso de otimização dos níveis de seis (6) fatores (componentes) de um determinado 
produto perante avaliação da satisfação por consumidores. Entretanto, devido ao insucesso ao 
aplicar-se o método padrão criado pelos autores citados [9], na seleção dos termos do modelo, 
propõe-se aqui duas adaptações ao método. Estas modificações introduzem a intervenção do 
pesquisador na seleção de termos. 

Um trabalho de simulação computacional foi realizado em R para avaliar o impacto das 
adaptações propostas no poder do método em detectar os efeitos ativos. 

 
METODOLOGIA 
As técnicas de Delineamento de Experimentos permitem o estabelecimento da relação de 

causa-e-efeito de variáveis independentes, denominadas variáveis de entrada, em variáveis 
dependentes, denominadas variáveis-resposta. Isto se dá pelo uso do resultado de experimentos 
na definição de modelos do tipo Y = Xβ + ε. Os experimentos podem ser categorizados como de 
triagem (screening) e de otimização [12]. E, em experimentos de triagem busca-se, dentre diversas 
potenciais variáveis de entrada, a triagem daquelas com os maiores efeitos sobre a variável-
resposta de interesse, sem necessariamente o estabelecimento de um modelo matemático 
preditivo. Já em experimentos de Otimização [2] buscam-se a obtenção de modelos preditivos de 
superfície de resposta (RSM). 

Para dois fatores, os modelos de superfície de triagem e de superfície de resposta apresentam, 
respectivamente, as equações: 

Triagem: f(x,β) = β0 + β1x1 + β2x2 + β12x1x2 + ε 
Superfície de Resposta: f(X,β) = β0 + β1x1 + β2x2 + β12x1x2 + β11x1² + β22x2² + ε 

Sendo: β0 o intercepto, βi o efeito do fator Xi, βij o efeito da interação entre os fatores i e j, βii 

o efeito quadrático do fator Xi, ε o erro com distribuição N(0,σ²). Graficamente, os modelos 
tomam as formas da Figura 1, assumindo todos os efeitos ativos, positivos e de mesma magnitude: 

  
Figura 1: Gráficos de superfície de delineamento de triagem e de otimização com dois fatores 
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O delineamento experimental DSD foi criado em 2011 [8] por JONES & NACHTSHEIM 
como alternativa a delineamentos de triagem tais como os delineamentos fatoriais, permitindo a 
investigação do efeito de quatro (4) ou mais fatores. 

O DSD é classificado como um delineamento de triagem que, contudo, possui a propriedade 
de estimar termos quadráticos. 

A Tabela 1 mostra um esquema genérico das n corridas de um DSD. Além de um ponto central, 
cada fator Xi assume o valor médio zero (0) em duas ocasiões, com os demais fatores assumindo 
valores máximos ou mínimos.  

Corridas Fatores 
Dupla Corrida

(i) Xi,1 Xi,2 Xi,3 ... Xi,m 

1 1 0 ±1 ±1 ... ±1 
2 0 ∓1 ∓1 ... ∓1 

2 3 ±1 0 ±1 ... ±1 
4 ∓1 0 ∓1 ... ∓1 

3 5 ±1 ±1 0 ... ±1 
6 ∓1 ∓1 0 ... ∓1 

... ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ 

m 2m-1 ±1 ±1 ±1 ... 0 
2m ∓1 ∓1 ∓1 ... 0 

Pt. Central 2m+1 0 0 0 ... 0 
Tabela 1: Estrutura do DSD para m fatores (JONES & NACHTSHEIM, 2011) 

JONES & NACHTSHEIM [8] citam as vantagens do DSD sobre delineamentos fatoriais 
utilizados tradicionalmente e de tamanhos similares de corridas: 
• Todos os fatores são investigados nos níveis mínimo, máximo e central, o que gera menos 

receio aos investigadores do que a condução de estudos somente em pontos mínimos e 
máximos, e permitindo a detecção da presença de efeitos quadráticos. 

• Efeitos principais são ortogonais entre si e aos efeitos de segunda ordem (efeitos quadráticos 
e interações duplas). 

• Efeitos de segunda ordem não são completamente ortogonais entre si, possuindo um nível 
de correlação umas com as outras, porém nunca em total confundimento. 

• O número de corridas mínimo é de 2m+1 quando o número de fatores m é par 
• Para estudos de 6 a 12 fatores, pode-se beneficiar da esparsidade (parcimônia), ou seja, a 

ideia de armazenar e operar somente os elementos de uma matriz que não sejam nulos. Outro 
benefício é a projetividade de efeitos, que é uma realidade em experimentos práticos [1][11]. 
O DSD projeta-se em um modelo RSM para quaisquer grupos de 2 ou 3 fatores quando os 
demais se mostram inativos. 

Como limitação, destaca-se o fato dos DSDs serem supersaturados, ou seja, podem estimar 
mais termos que o permitido pelo número de corridas, sendo possível que estimem 2𝑚 +
 (𝑚

2 ) efeitos. Com m=6, torna-se possível estimar os efeitos de 27 fatores, o que dificulta a 
definição, durante a etapa de análise dos dados, de quais termos fazem parte do modelo. 

Originalmente, JONES & NACHTSHEIM [8] sugerem o uso do método de seleção Forward 
Stepwise com uso do critério AICc (Critério de Informação de Akaike corrigido), porém estudos 
de simulação conduzidos por ERRORE ET AL. [4] demonstraram que os DSDs perdem o poder 
de detecção de efeitos de segunda ordem mesmo quando poucos destes estão ativos. JONES & 
NACHTSHEIM [9] sugerem então padronizar o uso de 4 corridas adicionais a cada experimento, 
com a adição, durante o delineamento, de 2 fatores dummy, também denominados fakes, ou seja, 
fatores artificialmente introduzidos e que são ignorados durante a etapa de análise, ao custo de 
quatro corridas adicionais. 

No mesmo artigo [9], os autores propõem ainda um novo método para a seleção de termos de 
um modelo, implementado no software JMP 13 sob a função Fit Definitive Screening Design 
(aqui denominado “Fit DSD”). O método Fit DSD aproveita a estrutura ortogonal e espelhada 
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(foldover) do DSD particionando a resposta em dois espaços ortogonais entre si, dada a 
independência dos efeitos principais e dos efeitos de segunda ordem. Os passos do algoritmo são: 

1 - Fatores dummy são utilizados para a estimativa do RMSE (Raiz do erro médio quadrático 
dos resíduos), visto que tais fatores não se relacionam com a variação de fatores reais do estudo; 

2 – A variável resposta Y é dividida em duas, YME: valores preditos após regressão de Y somente 
com um modelo de fatores principais e dummies, sem intercepto; e Y2nd: resíduos da regressão 
anterior, ou seja, Y2nd = Y - YME; 

3 – Realiza-se o teste estatístico “t” de todos os efeitos principais em modelo ajustado, 
mantendo aqueles com significância a 5% e reutilizando os demais no refinamento da estimativa 
do RMSE; 

4 – Ajusta-se todos os possíveis modelos de segunda ordem, desde modelos com um (1) termo 
de segunda ordem até c/2 termos, onde c é a soma do número de fatores com o número de fatores 
dummy. O modelo de melhor ajuste é extraído. Esse trabalho cobre casos que respeitam o 
princípio da hereditariedade (heredity) descrito em [1], em que efeitos de ordem superior somente 
são considerados como potencialmente pertencentes ao modelo caso os efeitos principais que os 
compõem sejam ativos; 

5 – Combinam-se os termos dos passos 2 e 3 em uma modelo final. 

JONES & NACHTSHEIM [9] adaptam ainda o uso de tal algoritmo para diversos casos, por 
exemplo sem hereditariedade e sem a adição de fatores do tipo dummy. Nesse artigo, a aplicação 
é realizada em um DSD com m=6 fatores, adição de 2 fatores dummy e um ponto central sem 
réplicas, em um total de 17 corridas. 

 
RESULTADOS 

Uma aplicação do delineamento DSD e do método Fit DSD foi realizada em problema de 
otimização em um produto industrial, tendo o método Fit DSD apresentado ineficácia ao se ajustar 
modelo com sobreajuste (overfit), que HAWKINS [7] define quando um modelo é mais complexo 
que outro modelo cujo ajuste aos dados é igualmente bom sob o ponto de vista de prover uma 
explicação do fenômeno sob estudo, ou seja, quando o modelo explica o sinal apresentado pelos 
fatores, porém também parte do ruído. 

O projeto em questão, denominado EGH102, busca a melhoria de Qualidade em uma das 
características de um produto industrial, incluindo otimização dos níveis de alguns dos 
componentes do produto, de modo a enriquecer a experiência sensorial dos consumidores. As 
etapas para definição do problema, condução e análise do experimento seguem as preconizadas 
por MONTGOMERY [12], sendo obtidos os resultados da Tabela 2: 

 
Código X1 X2 X3 X4 X5 X6 F1 F2 Y1 

831 0 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 6.360 
724 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 4.979 
915 +1 0 +1 +1 -1 +1 -1 -1 5.395 
948 -1 0 -1 -1 +1 -1 +1 +1 6.244 
682 +1 -1 0 +1 +1 -1 +1 -1 4.163 
185 -1 +1 0 -1 -1 +1 -1 +1 6.257 
706 +1 -1 -1 0 +1 +1 -1 +1 3.799 
250 -1 +1 +1 0 -1 -1 +1 -1 6.422 
326 +1 +1 -1 -1 0 +1 +1 -1 6.122 
806 -1 -1 +1 +1 0 -1 -1 +1 4.817 
647 +1 -1 +1 -1 -1 0 +1 +1 3.972 
514 -1 +1 -1 +1 +1 0 -1 -1 6.271 
546 +1 +1 -1 +1 -1 -1 0 +1 6.138 
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Código X1 X2 X3 X4 X5 X6 F1 F2 Y1 
379 -1 -1 +1 -1 +1 +1 0 -1 4.238 
151 +1 +1 +1 -1 +1 -1 -1 0 6.118 
269 -1 -1 -1 +1 -1 +1 +1 0 4.415 
498 0 0 0 0 0 0 0 0 5.998 

 

Amostra de Validação (Padrão) 
Código X1 X2 X3 X4 X5 X6 F1 F2 Y1 

582 -0.303 1 -1 -0.333 0 -1 N/A N/A 6.642 

Tabela 2: Resultados do Experimento EGH102 

As variáveis de X1 a X6 (renomeadas e recodificadas por razões de confidencialidade) 
representam os níveis dos componentes, F1 e F2 representam os fatores dummy, utilizados para 
estimativa do RMSE e Y1 representa a satisfação geral média do consumidor (medidas conforme 
DUTCOSKY [3] e na escala introduzida por JONES [10]). Em adição às amostras do 
delineamento o produto padrão, foi introduzido junto às demais, servindo como amostra para 
validação do modelo. 

A utilização do método Fit DSD resulta no modelo ajustado da Figura 2, com todos os fatores 
principais, três interações de segunda ordem (X1*X4, X2*X5 e X4*X6) e um efeito quadrático 
(X5*X5). 

 
Figura 2.  Modelo selecionado para Exp. EGH102 via método Fit DSD 

Foram identificados aqui os seguintes sintomas de sobreajuste e de ajuste de termos incorretos: 

• O valor predito para Y de 7,97, quando as variáveis de entrada assumem os níveis: X1 = 
-1; X2 = 1; X3 = -1; X4 = -1; X5 = 0,097; X6 = -1, resultado muito alto em comparação 
a produtos já otimizados em estudos anteriores e mesmo com a amplitude de resultados 
do próprio experimento, entre 3,80 e 6,42. 

• A seleção de fatores com efeitos normalmente tidos como negligenciáveis, como aqueles 
dos fatores X3, X4 e X5, respectivamente -0,046, -0,026 e -0,028. 

• O acentuado efeito quadrático de X5, não antevisto pelos pesquisadores. 
• O valor predito para a amostra 582 (7,35), distante de seu resultado real (6,64). 
• Não inclusão no modelo de termos X1*X2 e X2*X2, significativos em estudos anteriores. 

Tais resultados motivaram a proposta de alternativas à metodologia “Fit DSD” que 
possibilitem a intervenção pelo pesquisador que possuam conhecimento prévio sobre fatores 
ativos ou de tamanhos de efeito sabidamente negligenciáveis do ponto de vista prático. 

Método “Fit DSD com intervenção interativa”: durante o passo de seleção dos efeitos 
principais, o pesquisador tem a possibilidade de remover fatores que, mesmo significativos, 
apresentem efeito prático pequeno e negligenciável. Mantendo-se a hereditariedade, removem-se 
da etapa seguinte, portanto, todos os efeitos de segunda ordem relacionados aos fatores em 
questão. 

Método “Fit DSD com intervenção não interativa”: determina-se a priori fatores que deverão 
compor o modelo, independentemente de serem ou não significativos. 

Coeficientes:    Estimativa Erro Padrão Estatística t     P(>|t|)     
(Intercepto)      6.01187    0.02606         230.666     4.48e-13 *** 
X1               -0.21124    0.01022         -20.674     8.33e-07 *** 
X2                0.95041    0.01022          93.020     1.04e-10 *** 
X3               -0.04598    0.01022          -4.501     0.00410 **  
X4               -0.02649    0.01022          -2.593     0.04105 *   
X5               -0.02751    0.01022          -2.692     0.03594 *   
X6               -0.16388    0.01022         -16.039     3.73e-06 *** 
I(X5^2)          -0.74979    0.02958         -25.350     2.48e-07 *** 
X1:X4             0.33593    0.01809          18.569     1.57e-06 *** 
X2:X5             0.17312    0.02262           7.655     0.00026 *** 
X4:X6             0.21352    0.01809          11.802     2.24e-05 *** 
 
Residual standard error: 0.03823 on 6 degrees of freedom 
Multiple R-squared:  0.9994, Adjusted R-squared:  0.9984  
F-statistic:  1031 on 10 and 6 DF,  p-value: 6.868e-09 
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Feitas as aplicações das duas propostas, a Tabela 3 resume os modelos gerados, cujos passos 
detalhados do algoritmo estão descritos em [6]: 

 Fit DSD Fit DSD com 
Intervenção Interativa 

Fit DSD com Intervenção 
Não-Interativa 

Intervenções 
Realizadas N/A 

Efeitos de X3, X4 e X5 
removidos após seleção 
dos efeitos principais 

Efeitos de X1, X2, X2*X2 e 
X1*X2 forçados no modelo 

Modelo 
Selecionado 

Y ~ X1 + X2 + X3 
+ X4 + X5 + X6 + 
X1*X4 + X2*X5 + 
X4*X6 + X5*X5 

Y ~ X1 + X2 + X6 + 
X1*X1 + X2*X2 + 
X1*X2 + X2*X6 

Y ~ X1 + X2 + X3 + X4 + 
X5 + X6 + X1*X1 + X2*X2 
+ X1*X2 + X3*X4 

R² Ajustado 99,8% 99,0% 99,6% 
AICc 21,73 1,165 17,540 
Imagem da função [3,17 ; 7,97] [3,73 ; 6,59] [3,70 ; 6,89] 
Predição da 
amostra 582 (y = 
6.64) 

7,350 6,558 6,776 

Residual Std. Error 0,03823 0,09502 0,06294 

Tabela 3.  Comparativo de desempenho dos três métodos, no experimento EGH102 

Todos os métodos de seleção forneceram modelos bons do ponto de vista estatístico, 
notadamente com R²-Ajustado acima de 99%. O conhecimento prévio dos pesquisadores de que 
os termos X1, X2, X2*X2 e X1*X2 são ativos foram confirmados, dado que seus efeitos são 
todos significativos nos modelos gerados por via interativa. 

O ajuste Fit DSD foi descartado, principalmente pelo sobreajuste representado pela adição do 
termo X5*X5, o que resulta no modelo que prediz a maior diferença em relação ao valor real da 
amostra de validação. 

Dentre os modelos restantes, o escolheu-se utilizar o modelo gerado pelo método “Fit DSD 
com Intervenção interativa”, a partir do conceito de HAWKINS [7], que preconiza utilizar, dentre 
todos os modelos que possuam um bom ajuste aos dados, o mais simples dentre todos. 

O modelo escolhido, por propriedade do delineamento DSD, é uma projeção em Superfície de 
Resposta para os fatores X1, X2 e X6. Portanto, os resultados podem ser utilizados para a 
obtenção de modelo preditivo de otimização mostrado na Equação: 

 
𝑌1̂ = 6,01 − 0,211 𝑋1 + 0,95 𝑋2 − 0,164 𝑋6 − 0,284 𝑋12 − 0,534 𝑋22 + 0,097 𝑋1𝑋2 + 0,099 𝑋2𝑋6  

Trabalhos de simulação, seguindo as mesmas estratégias de simulação e apresentação de 
resultados realizados por JONES & NACHTSHEIM [9], aqui explicam os impactos das 
adaptações propostas ao método Fit DSD, tanto no poder de detecção dos efeitos ativos quanto 
no Erro do Tipo I (inclusão de termos não ativos), em uma gama de cenários. Os seguintes 
resultados abordam as simulações realizadas para o método Fit DSD com Intervenção Não 
Interativa (Fit DSD INI). Os resultados completos serão publicados em [5]. 

Foram variados, em delineamento fatorial completo, o número de fatores (6, 8 e 10), o número 
de efeitos principais ativos (3, 4, 5 e 6), a razão sinal/ruído (SN_ratio) (1 ou 3), o número de 
efeitos de segunda ordem ativos (0, 2 e 3), o número de fatores principais forçados no modelo (0, 
2 e 4), e o número de fatores principais forçados de forma incorreta (0 ou 2). Para avaliação do 
ajuste de efeitos de segunda ordem, foram variados ainda o número de fatores de segunda ordem 
forçados no modelo (0, 2 e 4, respeitando hereditariedade com termos principais também 
forçados), e o número de fatores principais forçados de forma incorreta (0 ou 2), sendo outras 
condições mantidas fixas (m = 8 e razão sinal/ruído =1). 

Quanto ao poder de detecção para efeitos principais ativos, a Figura 3 exibe, para o caso com 
m = 10 fatores (6 dos quais ativos), razão sinal/ruído=1 e 2 fatores de segunda ordem ativos, o 
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poder de detecção de fatores principais ativos aumenta de 64% (zero fatores forçados, equivalente 
ao Fit DSD) para 88,5% caso 4 fatores sejam corretamente forçados no modelo. A Figura 3 mostra 
ainda que forçar 2 termos de forma incorreta causa, como esperado, perda no referido poder, 
porém aos mesmos níveis encontrados quando não há termos forçados no modelo. 

 
 

Figura 3.  Poder de Detecção de Efeitos Principais para O Método Fit DSD Não Interativo 
(m=10; SN_ratio=1 ou 3; mA=6; 2A=2; mF=0; mFE=0) 

Quanto ao poder de detecção para efeitos de segunda ordem ativos, forçar efeitos principais 
de forma correta pode acarretar em aumento no poder de detecção de termos de segunda ordem. 
Por exemplo, a Figura 4 mostra que forçar todos os quatro (4) efeitos ativos aumenta o poder de 
detecção de efeitos de segunda ordem de 27% para 47%. Entretanto, quando dois dos quatro 
fatores principais são forçados de forma incorreta, o poder cai a 20%. Para 5 e 6 efeitos ativos, o 
efeito de forçar efeitos principais, mesmo que corretamente, não é observado.  

 
Figura 4. Poder de Detecção de Efeitos de Segunda Ordem para o Método Fit DSD Não 

Interativo (m=8; SN_ratio=1; mA=4 ou 6; 2A=3; mF=0; mFE=0; 2F=0; 2FE=0) 

Passando à simulação de casos em que há introdução forçada de dois (2) fatores segunda 
ordem, que dependem, pelo princípio da hereditariedade, de se forçar fatores principais, a Figura 
5 mostra o incremento no poder para detecção de fatores de segunda ordem, chegando a 83% no 
caso com 4 efeitos principais ativos, todos forçados corretamente no modelo. 

 

Figura 5.  Poder de Detecção de Efeitos de Segunda Ordem para o Método Fit DSD Não 
Interativo (m=8; SN_ratio=1; mA=4; 2A=3; mF=4; mFE=2; 2F=0; 2FE=0) 
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O caso da Figura 5 apresenta configurações que “facilitam” o algoritmo Fit DSD com 
Intervenção Não Interativa, e por esse motivo adicionalmente foram simulados casos com 6 
fatores de segunda ordem ativos, com zero (0) ou dois (2) fatores de segunda ordem forçados no 
modelo e os demais mantidos fixos: Fatores principais ativos (mA) = 4; Fatores de segunda ordem 
ativos (2A) = 6; Fatores principais incorretamente forçados no modelo (mFE) = 0 

Aqui, nota-se um bom incremento de poder para efeitos de segunda ordem, de 26% para 51%. 
Quando um dos fatores é incorretamente forçado, o poder cai para 41%. Os resultados são 
mostrados na Tabela 4. 

Fatores Variáveis Níveis 
Fatores principais forçados no modelo (mF) 0 2 2 
Fatores de segunda-ordem forçados no modelo (2F) 0 2 2 
Fatores de segunda-ordem incorretamente forçados no 
modelo (2FE) 0 0 1 

Poder de detecção de Fatores de Segunda Ordem 26% 51% 41% 
Tabela 4.  Resultados de Simulações Adicionais do Método Fit DSD Não Interativo, na 

Avaliação do Poder para Detecção de Efeitos de Segunda Ordem 

 
CONCLUSÃO 

Os métodos propostos apresentam resultados promissores e são, portanto, recomendados para 
pesquisadores que desejem utilizar DSDs quando de posse de conhecimento prévio sobre fatores 
ativos ou tamanhos de efeito sabidamente negligenciáveis do ponto de vista prático. Por tratar-se 
de tipo de delineamento relativamente novo e em constante evolução, recomenda-se o uso do 
delineamento DSD por pesquisadores em estudos de triagem que não possuam restrições ao 
espaço de estudo, pois além de possibilitar o estudo de curvatura em cada fator estudado, além 
das interações duplas, os benefícios do DSD parecem largamente superar suas limitações. 
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Resumo: O presente trabalho descreve os resultados obtidos na modelagem do Índice de 
Monitoramento Conjunto das Respostas dos Blocos da Barragem, utilizando dois métodos de 
extração de fatores na análise fatorial, a saber: método de componentes principais e máxima 
verossimilhança. Utilizando um teste de distribuição de probabilidade qui-quadrado, verificou-
se que os dados estudados apresentam distribuição normal multivariada, condição essencial 
para a utilização da máxima verossimilhança. Após realizada a análise fatorial, utilizando as 
duas formas de extração de fatores, constatou-se que a utilização do método de componentes 
principais permitiu que as variáveis fossem explicadas de maneira mais satisfatória em 
comparação com a utilização da máxima verossimilhança. Os fatores obtidos pela análise 
fatorial apresentaram poucas mudanças em relação a mudanças de variáveis, sendo que 3 
fatores não tiveram nenhuma variável alterada. As duas séries para o IMCRB obtidas 
utilizando os dois métodos de extração de fatores não apresentaram mudanças consideradas 
substanciais, apenas alguns amortecimentos localizados fazendo com que a série fique 
distribuída de maneira mais adequada dentro dos limites de confiança estipulados. 
 
1. Introdução 

 
Toda barragem, independente de sua finalidade, exige cuidados especiais quanto à sua 

segurança estrutural, a fim de evitar acidentes e os eventuais prejuízos decorrentes, sejam eles 
de caráter estrutural, econômico, ambiental ou social [14]. 

A avaliação constante de sua segurança estrutural pode colaborar na determinação de 
anomalias, utilizando para este fim o auxilio da instrumentação de monitoramento e de 
inspeções visuais. Este conjunto de medidas permite que a equipe de engenheiros responsável 
pela segurança da barragem possa tomar decisões ou medidas protetivas acerca do problema 
identificado [16]. 
 A instrumentação é uma importante ferramenta para colaborar no monitoramento das 
estruturas e fundação de uma barragem de concreto [5]. Os diferentes instrumentos captam as 
informações do comportamento da barragem [15] e alimentam uma grande base de dados [4], 
que são analisados graficamente e comparados com os valores estipulados em projeto. 
 Em diversas pesquisas [3], [6], [10], [12], são utilizadas técnicas estatísticas para analisar os 
dados de monitoramento de barragens. Por exemplo, em [13] a análise fatorial serviu de base 
para o desenvolvimento de uma metodologia de geração de um índice que represente o 
comportamento global de uma barragem, utilizando as séries de dados históricos da 
instrumentação. 
  A análise fatorial é uma técnica estatística multivariada que busca descrever muitas 
variáveis originais (observáveis) em termos de poucas variáveis latentes, denominadas fatores 
[9]. Por meio da aplicação desta técnica é possível identificar fontes subjacentes de variação 
comum entre as variáveis observáveis [1]. 
 De acordo com [11], para aplicar a análise fatorial, primeiramente, organiza-se uma matriz 
de dados, e verifica-se a adequação destes para a aplicação desta técnica (Teste de Bartlett e 
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Coeficiente KMO). Em seguida, define-se o número de fatores (Critério de Kaiser). O processo 
de extração dos fatores pode ser realizado por diferentes formas, dentre elas, por componentes 
principais e por máxima verossimilhança. Por fim, os escores fatoriais são calculados, por meio 
da combinação linear das variáveis originais.  
 Com base nessas informações, o objetivo principal deste trabalho é analisar o 
comportamento global das estruturas do Bloco F19/20, do Trecho F, da Barragem de Itaipu, por 
meio do Índice de Monitoramento Conjunto das Respostas dos Blocos da Barragem (IMCRB).  
 Como objetivos específicos pretende-se utilizar a análise fatorial, empregando dois métodos 
de extração de fatores, para identificar os sensores da instrumentação com maior relevância em 
relação à variabilidade dos dados; gerar séries para o IMCRB com os fatores obtidos em cada 
um dos métodos de extração; utilizar o IMCRB para gerar séries que representem o 
comportamento conjunto da instrumentação do bloco estudado e fazer uso de cartas de controle 
para verificar a disposição dos dados em relação com os limites estipulados. 
 Nesta seção, é apresentada uma introdução sobre o assunto. A seção 2 apresenta os 
materiais e métodos, a qual descreve como foi realizada a pesquisa e quais os dados utilizados. 
Na sequência, são apresentados os resultados obtidos e, por fim, as considerações finais. 
 
2. Materiais e Métodos 

 
Do ponto de vista dos objetivos, este trabalho é caracterizado como descritivo, pois pretende 

descrever os resultados das análises realizadas na aplicação de métodos estatísticos em dados da 
instrumentação da Barragem de Itaipu. A pesquisa descritiva, de acordo com [7], "têm como 
objetivo primordial a descrição das características de determinada população ou fenômeno ou, 
então, o estabelecimento de relações entre variáveis". 

A coleta de dados foi realizada utilizando as medições dos deslocamentos da estrutura e 
subpressões dos sensores da instrumentação instalada no bloco F19/20, durante o período de 
janeiro de 1990 a dezembro de 2017. Este bloco foi construído do tipo gravidade aliviada [8] e 
está localizado na barragem principal de Itaipu, como mostra a Figura 1.  
 

 
Figura 1: Fotografia aérea da Barragem de Itaipu 

Fonte: [8] 
 

O conjunto de dados foi composto pelas médias mensais dos valores das medições manuais 
de deslocamentos e subpressões medidos por cinco tipos de instrumentos, sendo eles: pêndulos 
diretos, pêndulos invertidos, extensômetros múltiplos de hastes, piezômetros e bases de 
alongâmetro, totalizando 36 sensores (variáveis observáveis).  

A matriz de dados foi submetida a análise fatorial, com fatores extraídos por meio dos 
métodos de componentes principais e de máxima verossimilhança, com a finalidade de 
descrever a estrutura de covariância do relacionamento entre os sensores da instrumentação em 
função de um número reduzido de fatores. 
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Essencialmente, a diferença entre os dois métodos está no fato de que para o uso da máxima 
verossimilhança necessita-se a verificação da suposição de normalidade multivariada para as 
variáveis padronizadas, os fatores e os resíduos [11]. No entanto, os fatores e os resíduos do 
modelo fatorial são variáveis não observáveis. Desta forma, inicialmente realizou-se um teste de 
distribuição de probabilidade (Qui-quadrado), para verificar a normalidade multivariada dos 
dados dos 36 sensores. 

Os escores fatoriais foram usados como dados de entrada para a modelagem do Índice de 
Monitoramento Conjunto das Respostas dos Blocos da Barragem (IMCRB), por meio de uma 
combinação linear dos fatores, com pesos determinados por seus respectivos autovalores da 
matriz de correlação dos dados, resultando numa série temporal que representa as respostas da 
barragem em relação à movimentação estrutural e às subpressões.  

A partir da série obtida pelo IMCRB do Bloco F19/20, geraram-se cartas de controle para o 
índice. Uma carta de controle, oferece visualização das ocorrências de um processo ao longo do 
tempo, evidenciando, por meio de intervalos de confiança estipulados para a variável, quaisquer 
anormalidades que possam vir se manifestar durante o período analisado.  

A carta de controle colabora na identificação de fatores particulares de variação, detectados 
por pontos fora dos limites de controle ou também pela presença de um comportamento 
sistemático não aleatório [2]. 

Por fim, realizou-se uma comparação dos resultados obtidos utilizando os dois métodos de 
extração de fatores: componentes principais e máxima verossimilhança. 
 
3. Resultados 
 

Inicialmente, aplicou-se um teste de adequabilidade, o qual resultou em um índice KMO = 
0,93, superando o mínimo estipulado pela literatura de 0,6, indicando que os dados eram 
adequados à análise fatorial. Em seguida, usando o Critério de Kaiser, definiu-se a quantidade 
de 6 fatores, a serem extraídos. 
 
3.1. Método componentes principais para extração de fatores 

 
Os fatores extraídos por componentes principais, permitiram a explicação de cerca de 87% 

da variabilidade nos dados, sendo esta considerada uma taxa satisfatória.  
As comunalidades de cada variável, pelo método de componentes principais, foram 

superiores a 0,5 para todos os sensores abordados. Considera-se que esse valor representa uma 
boa proporção da variabilidade explicada pelo modelo fatorial. 

Com os escores gerados na análise fatorial, gerou-se uma série para o Índice de 
Monitoramento Conjunto das Respostas dos Blocos da Barragem IMCRB, a qual apresenta o 
comportamento conjunto das respostas da instrumentação deste bloco. 

A Equação 1 apresenta a combinação linear que gerou a série temporal do IMCRB, tal que Fi 
representa o vetor que compõe os escores do fator i, e os coeficientes são os autovalores 
determinados pela matriz de correlação dos dados dos sensores da instrumentação do Bloco 
F19/20. 

 
IMCRB = 17,809.F1 + 5,082.F2 + 3,734.F3 + 2,509.F4 + 1,967.F5 + 1,268.F6  (1) 

 
A partir da série obtida foram calculados os limites, superior e inferior, à 95% e 99% de 

confiança, os quais foram utilizados na carta de controle para o índice, apresentada na Figura 3. 
 

Anais do I Encontro Regional de Matemática Aplicada e Computacional do Vale do Itajaí(ERMAC-2019), Blumenau-SC

Página 187
ISBN: 978-65-80460-31-1



 
Figura 2: Carta de controle para o IMCRB utilizando componentes principais 

 
A série apresentou sazonalidade, apresentadas pelas extremidades altas e baixas em períodos 

aproximadamente fixos de tempo. Essa condição é ocasionada devido à movimentação da 
estrutura e subpressões registradas, em condições da mudança de temperatura durante às 
estações do ano.  

Esta série apresentou tendência decrescente na média. Porém, pode-se notar que nos últimos 
períodos de estudo a disposição dos dados fica em torno de uma mesma média, o que pode 
indicar deslocamentos mais estáveis. 
 
3.2. Método da Máxima Verossimilhança para extração de fatores 

 
O teste de normalidade dos dados, para a verificação da condição positiva de aplicação do 

método da máxima verossimilhança, foi realizado com os valores dos escores, gerados pelos 6 
fatores na análise fatorial. O resultado do teste sinalizou como positivo para normalidade dos 
dados, como mostra o gráfico Q-Q Plot na Figura 2. 
 

 
Figura 3: Q-Q Plot da distribuição normal multivariada dos dados 

 
A porcentagem total de explicação dos dados pela análise fatorial utilizando o método da 

máxima verossimilhança foi de 84,85%. Utilizando o método de Máxima Verossimilhança, 
todos os sensores apresentaram comunalidades acima de 0,50, exceto dois sensores de 
piezômetros, os quais apresentaram comunalidades abaixo de 0,20. Desta forma, percebe-se que 
estes dois sensores não possuem uma boa proporção da variabilidade explicada pelo modelo 
fatorial.  

Utilizando a Equação 1, apresentada anteriormente neste trabalho, gerou-se uma nova série 
para o IMCRB. Pode-se notar que os autovalores são os mesmos para a geração das duas séries, 
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logo esta é uma equação genérica, na qual serão alterados apenas os escores dos vetores Fi, de 
acordo com o método de extração de fatores utilizado. 

A partir da série obtida gerou-se então novos limites de confiança, superior e inferior, à 95% 
e 99% de confiança, e posteriormente gerou-se uma nova carta de controle para o índice, a qual 
é apresentada na Figura 4, a seguir. 
 

 
Figura 4: Carta de controle para o IMCRB utilizando máxima verossimilhança 

 
 Pode-se notar que o comportamento da série do IMCRB utilizando o método da máxima 
verossimilhança é semelhante ao comportamento da série anterior, apresentando sazonalidade e 
tendência decrescente na média. 
 
3.3. Comparações entre os dois métodos 

 
Com relação à extração dos fatores, percebeu-se que utilizando componentes principais 

existe uma pequena vantagem no percentual de explicação (2,53%). Contudo, é importante 
ressaltar que o método da máxima verossimilhança retorna um resultado com estimativas mais 
precisas para os escores fatoriais. 

Em geral, observou-se que a maioria das comunalidades dos sensores aumentou quando se 
utilizou a máxima verossimilhança, isto é, esses sensores foram melhor representados pelo 
modelo fatorial obtido utilizando esse método para a extração de fatores. 

A principal mudança observada foi na correlação dos sensores com os fatores (cargas 
fatoriais). Por componentes principais, o 3º fator teve maior relação com dois sensores de 
piezômetros e três de base de alongâmetro. Utilizando a máxima verossimilhança, estes sensores 
foram separados em dois fatores 6º e 4º, respectivamente. O 3º fator, utilizando a máxima 
verossimilhança, ficou composto então de uma junção dos sensores que antes faziam parte do 4º 
e 6º fatores pelo método de componentes principais.  

A maior alteração nas cargas fatoriais, quando mudou-se o método de extração de fatores, foi 
observada em dois piezômetros (X1 e X2), que apresentaram redução significativa nas 
comunalidades com a utilização da máxima verossimilhança. A Tabela 1 apresenta os valores 
estimados para as comunalidades (Com) e as cargas fatoriais destes dois sensores de 
piezômetros pelos dois métodos de extração de fatores: componentes principais (CP) e máxima 
verossimilhança (MV). 

 
Sensores Com Método Cargas fatoriais 

Fator 1 Fator 2 Fator 3 Fator 4 Fator 5 Fator 6 
X1 0,7982 CP - - - -0,178 - 0,863 
X2 0,9375 CP - - - -0,186 - 0,943 
X1 0,2038 MV -0,197 -0,372 0,120 - - - 
X2 0,2098 MV -0,188 -0,396 - - - - 

Tabela 1: Alterações nas comunalidades e cargas fatoriais de X1 e X2 
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Pode-se notar que, pelo método de componentes principais, estes dois sensores de 
piezômetros possuem uma boa explicação pelo 6° fator, apresentando valores de 0,863 e 0,943, 
de X1 e X2, respectivamente. Em contrapartida, utilizando o método da máxima 
verossimilhança as cargas fatoriais destes dois sensores ficaram distribuídas em três fatores: 
fator 2, fator 3 e fator 4, porém sem valores significativos, com módulo permanecendo abaixo 
de 0,4. 

Em relação às maiores comunalidades geradas, utilizando o método da máxima 
verossimilhança verificou-se que três sensores apresentaram valores acima de 0,99, sendo estes: 
um sensor de pêndulo direto (Y1) e dois sensores de extensômetros (Y2 e Y3), os quais 
apresentaram valores iguais ou menores quando utilizado componentes principais. A Tabela 2 
apresenta as comunalidades (Com) e as cargas fatoriais dessas três variáveis que pelos dois 
métodos de extração de fatores (CP e MV). 

 

Sensores Com Método 
Cargas Fatoriais 

Fator 1 Fator 2 Fator 3 Fator 4 Fator 5 Fator 6 
Y1 0,9752 CP -0,612 0,720 0,178 - 0,185 - 
Y2 0.9910 CP -0,563 - 0,199 -0,394 0,445 0,203 
Y3 0,9838 CP 0,981 -0,133 - - - - 
Y1 0,9935 MV -0,574 0,770 - 0,166 0,169 0,122 
Y2 0,9910 MV 0,964 -0,219 - - - - 
Y3 0,9923 MV 0,972 -0,195 - - - - 

Tabela 2: Alterações nas comunalidades e cargas fatoriais de Y1, Y2 e Y3. 
 

A possível explicação para o aumento das comunalidades destes sensores quando utilizou-se 
a máxima verossimilhança é a concentração das cargas fatoriais em menor número de fatores. 

Em relação às cartas de controle, pode-se observar que o comportamento do índice não 
sofreu grandes alterações. Nota-se, porém que por volta do ano de 1992 a 1994 houve um 
amortecimento na amplitude dos dados, quando utilizou-se a máxima verossimilhança, fazendo 
com que valores que antes ficavam fora dos limites de confiança a 95%, agora fiquem dentro 
desses limites. Em contrapartida, percebe-se uma pequena mudança aproximadamente no ano 
de 2014 a 2016, na qual os dados tendem a se aproximar mais do limite inferior de confiança a 
95%. 

 
4. Considerações Finais 
 

Este trabalho apresentou a comparação dos resultados obtidos a partir de dois métodos 
diferentes de extração de fatores, na análise fatorial, e modelagem do IMCRB, referentes às 
medições dos sensores da instrumentação instalados nas estruturas e fundação do Bloco F19/20, 
localizado no Trecho F da Barragem de Itaipu. 

Constatou-se que utilizando o método de componentes principais foi ligeiramente melhor do 
que o da máxima verossimilhança para explicar a estrutura de covariância entre os sensores. 

A estrutura do modelo fatorial pelos dois métodos apresentou diferenças, com a alternância 
de algumas variáveis entre os fatores e alterações nas comunalidades de alguns sensores. 

O comportamento do índice IMCRB não apresentou grandes mudanças na comparação dos 
dois métodos de extração de fatores utilizados. Percebeu-se que utilizando o método da máxima 
verossimilhança, os valores permaneceram em maior quantidade dentro do limite de confiança à 
95%, apresentando um aspecto de amortecimento na série em determinados períodos. 

Desta forma, por meio deste estudo foi possível perceber que ambos os métodos são 
adequados para aplicação aos dados de monitoramento de barragens. 
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Resumo 
 
Antocianinas (ACYs) são pigmentos naturais derivados de frutas, flores e frutos que está 
atraindo o interesse el interés de industrias têxteis, para uso como corante natural, e indústrias 
de alimentos, cosméticos e suplementos, para uso como antioxidante. A pesar das metodologías 
de extração serem bastante conhecidas, há ncessidade de ajustar os parámetros de forma a 
otimizar o proceso para obter rendimentos e economia de materiais e energía. Métodos 
estatísticos surgen como uma ferramenta útil, visto que o uso de desenho de experimetos 
permite obter do sistema em análise toda a informação com um mínimo de ensaios. Neste 
trabalho é analisada a influência dos fatores de proceso em duas etapas: seleção de variáveis 
por meio de um planejamento fatorial fracionado 24-1, seguido de um método de superficie de 
resposta, considerando as variáveis temperatura, tipo desolvente, concentração do solvente e 
concentração de ácido, para a obtenção de ACYs de resíduo de vinículas. O desenho e a 
análise dos dados foram feitos no software Statistica. O uso de planejamento fatorial 
fracionado aliado ao conhecimento prévio do sistema permitiu uma tomada de decisão das 
variáveis que deveriam continuar a serem ensaiadas para atingir as condições ótimas do 
proceso. O método de superficie de resposta (planejamento composto central) permite tirar 
conclusões sobre efeitos de interação e a visualização de gráficos com regiões ótimas de 
trabalho que oportuniza flexibilização e adequação dos processos em escala industrial, além de 
prever, por meio do modelo estatístico, as consequências de variações sobre as respostas, que 
nesse caso é rendimento de antocianinas no processo de extração. 
 
 
Introdução 
 

O interesse por produtos que contenham compostos bioativos, como as antocianinas, 
tem aumentado muito nos últimos anos. As antocianinas são, provavelmente, a classe de 
pigmentos naturais mais conhecidas, estando presentes na maior parte dos vegetais, conferindo 
coloração que variam entre o vermelho, violeta e púrpura. No entanto, a utilização industrial de 
antocianinas apresenta restrições em função de algumas limitações, como a disponibilidade de 
fontes comerciais destes pigmentos e dificuldades nos processos de obtenção. 

A metodologia adotada para a extração destes pigmentos é dependente de alguns 
fatores, principalmente para qual finalidade será empregado o corante, a natureza dos compostos 
e da fonte ou matriz utilizada. Na maioria das frutas e demais vegetais, os pigmentos se 
encontram localizados em células próximas a superfície. Uma vez que o pigmento está 
dissolvido na seiva das células, a sua extração geralmente envolve o uso de solventes ácidos, os 
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quais desnaturam a membrana das células do tecido e dissolvem os pigmentos [2]. O caráter 
polar da molécula de antocianina, devido à presença de grupos substituintes (hidroxilas, 
carboxilas e metoxilas), permite a sua solubilidade em muitos solventes tais como alcoóis, 
acetona e água [4, 7]. 

Embora as metodologias encontradas na literatura sejam bastante consolidadas, as 
variáveis envolvidas nos processos de extração para obtenção de ACYS estão muito 
relacionadas com a matriz utilizada. Além disso, fazer um ajuste dos parâmetros, para um caso 
em particular, nos permite otimizar o processo extrativo, aliando aumento nos rendimentos e 
economia de insumos e energia. Neste âmbito, os métodos estatísticos surgem como uma 
ferramenta útil, onde segundo Barros Neto, Scarmino e Bruns [1], a utilização de planejamentos 
experimentais baseados em fundamentos de estatística, permite ao investigador obter do sistema 
em análise o máximo de informações úteis, fazendo um número mínimo de ensaios. Quando o 
objetivo principal é otimizar um sistema, isto é, maximizar uma resposta de interesse, que seja 
influenciada por diversas variáveis, ou fatores, uma técnica conveniente de análise é a 
metodologia de superfícies de resposta (MSR). 

O software Statistica é um programa de métodos estatísticos que permite realizar análise 
e interpretação de dados experimentais, além de possuir um conjunto de ferramentas destinadas 
para o planejamento, análise e otimização de processos. A utilização de um planejamento 
experimental se mostra uma ferramenta muito interessante para avaliar os impactos dos fatores 
sobre as respostas e definir estratégias futuras. Além disso, permite avaliar se as faixas dos 
níveis escolhidos estão adequadas de modo a obter a máxima eficiência [6].  

Neste sentido, este trabalho tem por objetivo utilizar o software Statistica para otimizar 
o processo de extração de antocianinas de um resíduo de uvas através de aplicação da MSR. Os 
extratos foram obtidos por extração sólido-líquido [3] e o teor de antocianinas extraídas foi 
determinado pelo método espectrofotométrico do pH único [8]. 
 
Planejamento experimental 
 

Para avaliar a influência dos fatores temperatura, tipo de solvente, concentração de 
solvente e concentração de HCl no processo de extração de antocianinas, um delineamento 
fatorial fracionado 24-1 foi utilizado (Tabela 1). Com o resultado desta análise preliminar foram 
selecionados os fatores a serem ajustados de modo a maximizar o teor de antocianinas extraídas.  

Para esta etapa, um delineamento composto central foi realizado com 3 repetições no 
ponto central para verificar a linearidade da resposta e para o cálculo do erro experimental. 
 
Tabela 1: Delineamento fatorial fracionado 24-1 para seleção das variáveis. 

Ensaio Temperatura (°C) Solvente extrator Concentração de 
solvente (%) 

Concentração de 
HCl (N) 

1 4 Etanol 30 0,5 
2 4 Etanol 70 1,5 
3 50 Etanol 70 0,5 
4 50 Etanol 30 1,5 
5 4 Acetona 70 0,5 
6 4 Acetona 30 1,5 
7 50 Acetona 30 0,5 
8 50 Acetona 70 1,5 

 
Através dos resultados do planejamento foram determinados os coeficientes de 

regressão para a resposta de interesse do processo e realizada análise de variância (ANOVA) a 
um nível de significância de 5%. Os dados experimentais foram ajustados num modelo 
polinomial, segundo a equação (1), considerando os componentes lineares, e de interação que 
apresentam efeito significativo sobre a resposta [5]. 
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 ∑       
   

 (1) 

 
onde β0 é definido como uma constante, βi é o coeficiente linear e βij é o coeficiente do produto 
de interação; xi e xj são os níveis das variáveis independentes (fatores) enquanto k é o número de 
fatores estudados. 
 

Foram utilizados os critérios de coeficiente de determinação ajustado, teste de Lack of 
Fit, teste de verificação de curvatura e gráficos de distribuição dos resíduos para verificar a 
qualidade do ajuste dos dados experimentais ao modelo proposto. O planejamento experimental 
e a análise dos dados foram realizados no software Statistica 7.0 (StatSoft®, Inc. Tulsa, OK, 
EUA (1.02.01.032/6718)) e os efeitos de variabilidade nas respostas observadas devido a fatores 
não controláveis foram minimizados por randomização na ordem de execução dos ensaios. 
 
Resultados e Discussão 
 

Diante da análise estatística dos dados, as variáveis elencadas neste estudo não foram 
significativas para a resposta a um nível de significância de 5%. Porém, avaliando os valores 
dos efeitos de cada variável pode-se constatar que a temperatura de extração exerce grande 
influência no teor de antocianinas, quando comparada aos demais fatores, sendo este um efeito 
negativo, ou seja, quanto maior a temperatura, menor o teor de pigmento extraído. Por outro 
lado, o tipo de solvente utilizado nas extrações tem pouco ou nenhum efeito sobre a resposta 
(Figura 1). 

Uma vez identificados os efeitos que tem maior significância, se exclui a variável tipo 
de solvente, tornando o planejamento fatorial fracionado 24-1 num planejamento fatorial 
completo 23. Além disso, foi adicionado ao planejamento experimental 3 repetições no ponto 
central para verificação da linearidade da superfície de resposta e cálculo do erro experimental. 

 
Fig. 1: Gráfico de Pareto para antocianinas totais (mg cianidina-3-glucosídio/100 g) 

 
A análise de variância do planejamento fatorial completo 23 confirma que o fator 

temperatura tem efeito significativo para a resposta, a um nível de significância de 5%. Além 
disso, o efeito de interação entre as variáveis temperatura e concentração de solvente também 
exerce influência significativa no teor de antocianinas. Ainda, pode-se concluir que o modelo 
proposto é adequado ao processo, visto que o teste Lack of Fit não foi significativo (p>0,05) e 
que o ajuste apresenta alto coeficiente de determinação ajustado (R2=0,955). A análise de 
variância indica que a curvatura não é significativa (p>0,05), de modo que a ordem do modelo 
proposto é adequada, não havendo a necessidade de incluir termos quadráticos ao modelo 
estatístico. 
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Tabla 2: ANOVA do planejamento fatorial completo 23. 
Fator 1SC 2GL 3CM F-Ratio p-Valor 
Curvatura 106,552 1 106,552 6,68697 0,122635 
(1) Temperatura (ºC) 833,067 1 833,067 52,28130 0,018595 
(2) Solvente (%) 26,339 1 26,339 1,65299 0,327316 
(3) HCl (N) 190,107 1 190,107 11,93069 0,074564 
(1) com (2) 1260,633 1 1260,633 79,11431 0,012405 
(1) com (3) 283,541 1 283,541 17,79439 0,051864 
(2) com (3) 2,819 1 2,819 0,17694 0,714907 
Lack of Fit 5,123 2 5,123 0,32152 0,627850 
Erro Puro 31,869 2 15,934 - - 
Total 2740,051 10 - - - 
R2: 0,9865                      R2 adj: 0,955  

1SC: Soma dos quadrados 
2GL: Graus de liberdade 
3CM: Quadrado médio 
 
O modelo de regressão obtido é apresentado na equação 2, onde x1 é a variável temperatura, x2 a 
variável concentração de solvente e x3 a variável concentração de HCl e Y é a concentração de 
antocianinas totais. 
 
                                                        

                              
(2) 

  
A partir do modelo de regressão pode-se predizer a resposta para o processo para 

qualquer condição experimental, dentro do intervalo das variáveis estipulado. A Tabela 3 
apresenta os valores experimentais e os valores preditos pelo modelo. 
 
Tabela 3: Valores observados e valores preditos pelo modelo. 

Ensaio Valor Experimental Valor predito 
1 27,08 26,28 
2 70,21 69,41 
3 13,76 12,96 
4 40,34 39,54 
5 45,77 46,56 
6 45,95 46,75 
7 42,08 42,88 
8 11,19 11,99 

 
A análise dos resíduos é necessária para confirmar que os pressupostos para a análise de 

variância sejam atendidos. Desta forma, pode-se verificar na Figura 2 que o gráfico de 
probabilidade normal dos resíduos indicam uma distribuição normal. Da plotagem dos resíduos 
conclui-se ainda que não há uma tendência positiva ou negativa dos dados, indicando natureza 
aleatória dos resíduos e variância constante (Figura 3). 

Diante desta análise e sendo possível construir as superfícies de respostas (Figuras 4 a 
6) pode-se definir a região de interesse para otimização do processo. As superfícies de respostas 
representam o efeito de duas variáveis independentes sobre a resposta, onde o valor da terceira 
variável é fixa em seu nível zero (valor central). 
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Fig. 2: Distribuição dos resíduos em torno da reta normal. 

  

 
Fig. 3: Valores preditos versus resíduos. 

 
Através da análise destas superfícies, fica evidente que o efeito das variáveis 

concentração de solvente e concentração de HCl não se mostraram significativos para a resposta 
(Figura 6), não havendo, portanto, relação entre estes dois fatores. Além disso, pode-se constatar 
uma tendência para uma região ótima do teor de antocianinas, sendo esta região mais evidente 
Figura 7. 
 

 
Fig. 4: Superfície de resposta para as variáveis temperatura e concentração de solvente. 
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Fig. 5: Superfície de resposta para as variáveis temperatura e concentração de HCl. 

 

 
Fig. 6: Superfície de resposta para as variáveis concentração de HCl e concentração de solvente. 
 

 
Fig. 7: Curva de contorno para as variáveis temperatura e concentração de solvente. 

 
Ficam nítidas duas regiões para onde um futuro planejamento experimental pode ser 

deslocado, a fim de se otimizar o processo de extração. Porém, um deslocamento para a região 
de temperatura elevada (40 – 60°C) e de baixa concentração de solvente (25 – 30%) nos levaria 
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para condições mais restritas de operação, visto que os valores de temperatura não devem ser 
estendidos acima de 60 – 70°C devido a problemas de degradação térmica. 

Diante destas constatações, fica claro que deve-se trabalhar na região de baixa 
temperatura e elevada concentração de solvente, indo ao encontro com a metodologia proposta 
por Fuleki e Francis [3]. Nestas condições, o teor de antocianinas extraídas foi de 75,14 ± 4,27 
mg cyn-3-glu/100 g de resíduo, sendo que o valor predito pelo modelo foi de 70,67 mg cyn-3-
glu/100 g.  
 
Conclusões 
 

A partir dos dados apresentados pode-se concluir que o programa Statistica é uma boa 
ferramenta para a realização de planejamento de experimentos, análise estatística dos dados e 
predição de condições operacionais de processos. A metodologia de superfície de resposta 
possibilitou a otimização do processo de extração, se mostrando uma ferramenta bastante eficaz 
no planejamento e na análise do processo. Os efeitos das variáveis selecionadas se mostraram 
significativas para a resposta, podendo-se ajustar um modelo de regressão polinomial para 
predição dos resultados, com bom coeficiente de correlação. 
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Resumo: Apresentamos neste trabalho um novo método para otimização global intitulado Al-
goritmo de Formação Social de Opinião (Social Opinion Formation Algorithm - SOFiA), inspi-
rado pela dinâmica social do processo de formação de opinião. O algoritmo é avaliado através
de um estudo comparativo envolvendo dois outros algoritmos bem estabelecidos na literatura,
Lobo Cinza e Enxame de Part́ıculas, assim como um conjunto de funções teste utilizadas para
avaliar o comportamento dos algoritmos em diferentes configurações de espaços de busca. Os
resultados experimentais obtidos mostram que o algoritmo proposto não só é capaz de encontrar
os ótimos globais para muitas das funções teste, entregando resultados altamente competitivos,
mas também o faz com tempo de processamento consideravelmente inferior ao dos demais.

Palavras-chave: Otimização Global, Métodos Estocásticos, Meta-heuristica

1 Introdução

Nos últimos anos, meta-heuŕısticas1 se tornaram populares e têm obtido sucesso em resolver
vários problemas de otimização em diversas áreas, dada a presença comum de funções multimo-
dais complexas que em muitos casos não podem ser otimizadas através de métodos anaĺıticos ou
numéricos. Fundamentalmente, há três razões para sua utilização: simplicidade, flexibilidade e
capacidade favorável de lidar com mı́nimos locais. Métodos dessa classe são modelados em sua
marioria a partir de mecanismos conceitualmente simples. Os aspectos de interesse associados à
esses mecanismos observados no mundo natural são geralmente a ńıvel biológico, como os con-
ceitos de genética nos quais Algoritmos Genéticos (Genetic Algorithms - GA) são baseados, ou
a ńıvel de interações entre inv́ıduos, como a movimentação de passáros em um bando, modelada
no algoritmo Enxame de Part́ıculas (Particle Swarm Otimization - PSO) ou a matilha de lobos
modelada no algoritmo Lobo Cinza (Grey Wolf Optimizer - GWO) [2].

Como mostrado no trabalho de Wolpert e Macready [5], ”para qualquer algoritmo, qualquer
performance elevada em uma classe de problemas é compensada negativamente em outra classe”,
ou seja, não existe um único algoritmo adequado para todos os problemas de otimização. Assim
sendo, há necessidade de cont́ınua pesquisa e desenvolvimento de algoritmos capazes de operar
cada vez melhor na maior gama posśıvel de classes de problemas. Guiado por esssa necessiade,
esse trabalho apresenta um novo algoritmo de Inteligência de Enxames (Swarm Intelligence -
SI) [1] baseado nos aspectos sociais do processo de formação de opinião de indiv́ıduos.

O trabalho é organizado como segue. Na seção 2, apresentamos a classe de métodos SI,
assim como a descrição dos algoritmos utilizados para efeitos de comparação. Na seção 3, inici-
almente introduzimos os conceitos associados ao processo de formação de opinião, prosseguindo
com a descrição detalhada de nosso algoritmo. Na seção 4, descrevemos as configurações dos

1Meta-heuŕısticas são procedimentos que tentam, de forma genérica, encontrar soluções ótimas ou subótimas
para problemas de otimização.
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experimentos realizados e analisamos os resultados obtidos. Finalmente, nossas conclusões são
expostas na seção 5.

2 Inteligência de Enxames

Sendo uma das classes de algoritmos de otimização mais populares, SI se refere à técnicas que
procuram reproduzir a emergência de comportamento inteligente através de interações entre
agentes descentralizados e auto-organizáveis, assim como os vistos em colônias de formigas, ao
em vez de depender de puro esforço cognitivo de um único indiv́ıduo. Os algoritmos PSO e
GWO são exemplos bem estabelecidos de técnicas pertencentes à essa classe de métodos.

Desenvolvido em 1995, PSO é uma técnica de otimização estocástica inicialmente desen-
volvida para simular comportamento social, inspirada por simulações de várias interpretações
dos movimentos de organismos em um cadurme ou bando. O algoritmo funciona gerando ini-
cialmente uma população de N part́ıculas (posśıveis soluções), cada uma com configurações de
posição e velocidade aleatórias. A cada iteração, cada part́ıcula ajusta sua posição e velocidade
ao longo das dimensões do espaço de busca do problema baseada na melhor posição encontrada
até o memomento pela própria part́ıcula e na melhor posição encontrada por qualquer outra
part́ıcula em sua vizinhança.

Inspirado pela hierarquia social dos lobos Cinza (que consiste de lobos Alphas, Betas, Deltas
e Ômegas), assim como seus mecanismos de caça, em 2014 o GWO foi proposto para problemas
de otimização cont́ınua. Nesse algoritmo, a melhor solução é considerada um Alpha, enquanto
a segunda e terceira melhores são Beta e Delta, respectivamente, e essas soluções são as que
guiam o processo de caça (navegação pelo espaço de busca), enquanto que as outras soluções
são Ômegas. O processo de otimização é guiado por uma sequência de ações espećıficas dos
membros da matilha, definido em três fases: rastreamento, caça e ataque.

3 Influencia Social e Formação de Opinião

Como definido por Mehdi Moussad [4], ”influência social é o processo pelo qual indiv́ıduos
adaptam suas opiniões, revisam suas crenças ou mudam seu comportamento como resultado
de interações socias”. Ou seja, indiv́ıduos dependem da observação de outros para ajustar
suas opiniões e comportamento. Quando expostos à opiniões de pessoas com certo ńıvel de
conhecimento em um assunto espećıfico, pessoas tendem a analisar, filtrar e incorporar as novas
informações às quais foram expostas para assim adaptar suas próprias opiniões. Esse tipo de
processo pode resultar em padrões complexos de formação e polarização de opiniões [3].

As heuŕısticas subjacentes ao processo de adaptação de opinião foram estudadas e modelas no
trabalho ”Social Influence and the Collective Dynamics of Opinion Formation”[4], onde métodos
experimentais inspirados por psicologia social e conceitos teóricos de sistemas complexos, t́ıpicos
de f́ısica e estat́ıstica, foram utilizados para conduzir experimentos controlados, que procuraram
descrever os mecanismos da influência social, e embasar a elaboração de um modelo.

3.1 SOFiA

Inspirado pelo processo de adaptação de opinião mencionado anteriormente, desenvolvemos um
algoritmo simples que requer o ajuste de apenas um parâmetro2. Nosso algoritmo é basica-
mente dirigido por duas variávies espećıficas: a distância normalizada (�Oij) entre opiniões e
a diferença em confiança (�Cij), que são definidas nas equações (1) e (2), respectivamente. No
que segue, i e j representam duas soluções candidatas diferentes, codificadas como vetores d-
dimensionais, sendo cada dimensão limitada pelo espaço de busca do problema. Sempre iremos

2Consideramos parâmetros que dependem do algoritmo (e não parâmetros comuns aos algoritmos da classe SI
como, por exemplo, tamanho da população).
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nos referir à i como sendo o indiv́ıduo sendo influenciado, enquanto que j será o influenciador.
Usaremos os termos solução candidata, indiv́ıduo, e ponto de forma intercambiável.

A distância normalizada mede o grau de similaridade entre duas respostas. Em nossa abs-
tração, essa diferença entre opiniões é tratada como a distância euclidiana entre dois pontos no
espaço de busca.

�Oij =
1

PD
x=1

p
(jx � ix)2

⇥ 0.2 (1)

A capacidade de um indiv́ıduo influenciar outro é computada como uma função da distância
normalizada e a diferença em confiança. A confiança de uma solução candidata y corresponde
ao valor da função f↵ avaliada nesse ponto, ou seja, Ci = f↵(i).

�Cij =
|f↵(i)� f↵(j)|

f↵(i)
(2)

O algoritmo é iniciado com uma população randômica de n pontos uniformemente dis-
tribúıdos no espaço de busca de f↵. Esses pontos são então ordenados com base em seus respec-
tivos valores de confiança. A fase de exploração3 consiste em selecionar os melhores indiv́ıduos.
Esses correspondem às regiões de interesse no espaço de busca. Na fase de explotação4, as áreas
de interesse são vistas cada uma como um indiv́ıduo j capaz de ter um impacto considerável na
mudança de opinião de um outro indiv́ıduo i. A explotação da área de interesse considerada é
feita através da polarização da opinião de um indiv́ıduo (que não seja um influenciador) baseada
na ponião de j, o que se traduz em aproximar i de j.

A quantidade de movimento para uma dada componente do vetor solução é calculada como
Uixjx = (jx� ix)⇥ r, onde ix e jx são os x-ésimos valores da componente dos indiv́ıduos i sendo
influenciados pelo influenciador j, respectivamente, e r é um número randômico distribúıdo
uniformemente no intervalo [0.5, 1]. Assim, i é aproximado de j por um valor em um intervalo
proporcional à distância entre os dois pontos, o que torna posśıvel não somente explotar o espaço
imediatamente próximo de j (quando r ⇡ 1.0) mas também explorar novas regiões de interesse
que possam existir entre os dois pontos (quando r ⇡ 0.5). Ao introduzir um procedimento que
muda o sinal da coordenada de um ponto, nós também definimos um intervalo adicional na
vizinhança de j que é simetricamente oposto ao definido na equação.

Após definir os influenciadores, o algoritmo procede a determinar quem da população será
influenciado por qual dos influenciadores. Para um dado influenciador Ij e um indiv́ıduo xi

(i, j = 1, 2, ..., n), a quantidade de influência que Ij têm sobre xi é computada como I 0
ij =

�CxiIj + �OxiIj . A decisão de qual dos influenciadores Ij irá influenciar a opinião de xi é
probabiĺıstica: quanto maior I 0

ij , maior a probabilidade dele ser escolhido como influenciador de
xi.

Para previnir convergência prematura para soluções subótimas, a diversidade é mantida ao
aplicar dois métodos. O primeiro deles, aplicado durante a etapa de atualização dos componentes
dos vetores solução, muda o sinal do valor da componente atualizada com 30% de probabilidade.
Testes experimentais durante a modelagem do algoritmo mostraram que esse procedimento ajuda
a escapar de locais ótimos. Como acontece no fenômeno social, um indiv́ıduo pode adaptar sua
opinião ao assumir que a opinião de um perito está parcialmente correta, ou seja, o indiv́ıduo
pode manter aspectos de sua opinião intactos, enquanto que outros são modificados. O segundo
método simula esse comportamento: o procedimento Compromise combina aleatoriamente pares
de soluções para produzir novas. O Algoritmo 1 resume todo o processo algoŕıtmico de SOFiA.

3A fase de exploração é referente ao processo de cobrimento do espaço de busca à procura de bons ótimos
locais, idealmente próximos ao ótimo global.

4Explotação é o processo de refinamento de uma solução com o intuito de alcançar valores cada vez mais
próximos do ótimo global.
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Algoritmo 1 SOFiA

Gera população inicial randômica X = {x1, x2, ..., xn}

while iteração  itermax do
Ordena população X baseando-se nas confianças dos indiv́ıduos
for o k melhor valor de confiança do

Ij  j melhor solução (j = 1,2,...,k)
end for
for all xi 2 X que não sejam influenciadores do

for all influenciadores do
I 0
ij  Ij influência em xi

Calcule a probabilidade de Ij influenciar xi proporcional a I 0
ij

end for
↵ selecione um dentre os influenciadores Ij

�  1
Mude o sinal de � com 30% de probabilidade
for cada componente y de xi do

xiy  (xiy + Uxiy ↵y)⇥ �
end for

end for
Compromise(m, X)
iteração  iteração +1

end while
return Melhor solução

4 Experimentos e Resultados

Dada a natureza estocástica das meta-heuŕısticas apresentadas neste trabalho, se faz necessário
um extensivo estudo experimental para avaliação de performance. Para tal avaliação, utiliza-
mos um conjunto de vinte funções clássicas. Essas funções possuem diferentes ńıveis de com-
plexidade, o que as tornam adequadas para examinar o comportamento dos algoritmos, mais
especificamente como eles se comportam em diferentes espaços de busca. Esse grupo de funções
é apresentado na Tabela 1.

Cada algoritmo utilizado nos experimentos foi executado cinquenta vezes para cada uma das
funções. Os parâmetros tamanho da população e número máximo de iterações foram ajustados
para vinte e quinhentos, respectivamente. Para o algoritmo GWO esses são os únicos parâmetros
a serem ajustados. Experimentos durante o projeto do algoritmo SOFiA mostraram que o
número estimado de influenciadores deve ser proporcional à 15% do tamanho da população (o
que resulta em três influenciadores para uma população de vinte indiv́ıduos).

O algoritmo PSO necessita do ajuste de cinco outros parâmetros: velocidade máxima permi-
tida das part́ıculas, coeficiente de aceleração cognitiva, coeficiente de aceleração social, e pesos
de inércia máximo e mı́nimo. Os valores para esses parâmetros foram selecionados de acordo
com os valores mais frequentes na literatura: 6, 2, 2, 0.9, 0.2, respectivamente.

4.1 Funções Unimodais

O primeiro grupo de funções é comumente utilizado [2] para avaliar a capacidade de explotação
de um algoritmo. Dado seu caráter unimodal, as funções f1 até f7 servem para avaliar o quão
perto do verdadeiro valor global ótimo os algoritmos conseguem chegar.

Com os resultados presentes na Tabela 2 mostra-se que SOFiA possui capacidade de ex-
plotação superior, dado que nosso algoritmo supera ambos os outros em seis de sete funções. É
interessante notar que para as funções f1 até f4 SOFiA foi capaz de encontrar o ótimo global
em todas as cinquenta execuções. Além disso, para a função f5 o algoritmo proposto encontra
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Função D Intervalo fmin

f1(x) =
Pd

i=1 x2
i 30 [-100,100] 0

f2(x) =
Pd

i=1 |xi| +
Qd

i=1 |xi| 30 [-10,10] 0

f3(x) =
Pd

i=1(
Pi

j=i xj)2 30 [-100,100] 0
f4(x) = maxi{|xi|, 1  i  d} 30 [-100,100] 0

f5(x) =
Pd�1

i=1 [100(xi+1 � x2
i )

2 + (xi � 1)2] 30 [-30,30] 0

f6(x) =
Pd

i=1([xi + 0.5])2 30 [-100,100] 0

f7(x) =
Pd

i=1 ix4
i + random[0, 1) 30 [-1.28,1.28] 0

f8(x) =
Pd

i=1�xi sin
p

|xi| 30 [-500,500] -12569.5

f9(x) =
Pd

i=1[x
2
i � 10 cos(2⇡xi) + 10] 30 [-5.12,5.12] 0

f10(x) = �20 exp(�0.2
q

1
d

Pd
i=1 x2

i )� exp( 1
d

Pd
i=1 cos(2⇡xi)) + 20 + e 30 [-32,32] 0

f11(x) = 1
4000

Pd
i=1 x2

i �
Qd

i=1 cos( xip
i
) + 1 30 [-600,600] 0

f12(x) = ⇡
d {10 sin2(⇡yi) +

Pd�1
i=1 (yi � 1)2[1 + 10 sin2 (⇡yi+1)]

+(yn � 1)2} +
Pd

i=1 u(xi, 10, 100, 4) 30 [-50,50] 0

f13(x) = 0.1{sin2(3⇡xi) +
Pd

i=1(xi � 1)2[1 + sin2(3⇡xi + 1)]

+(xn � 1)2[1 + sin2(2⇡xn)]} +
Pd

i=1 u(xi, 5, 100, 4) 30 [-50,50] 0
f14(x) = ( 1

500 +
P25

j=1
1

j+
P2

i=1(xi�aij)6
)�1 2 [-65.536,65.536] ⇡ 1

f15(x) =
P11

i=1[ai �
x1(b2i +bix2)
b2i +bix3+x4

]2 4 [-5,5] ⇡ 0.0003075

f16(x) = 4x2
1 � 2.1x4

1 + 1
3x6

i + x1x2 � 4x2
2 + 4x4

2 2 [-5,5] -1.0316285
f17(x) = (x2 �

5.1
4⇡2 x2

1 + 5
⇡x1 � 6)2 + 10(1� 1

8⇡ ) cos (x1) + 10 2 [-5,5] ⇡ 0.398
f18(x) = [1 + (x1 + x2 + 1)2(19� 14x1 + 3x2

1 � 14x2 + 6x1x2 + 3x2
2)]

⇥[30 + (2x1 � 3x2)2 ⇥ (18� 32x1 + 12x2
1 + 48x2 � 36x1x2 + 27x2

2)] 2 [-2,2] 3
f19(x) = �

P4
i=1 ci exp [�

P3
j=1 aij(xj � pij)2] 3 [0,1] -3.86278

f20(x) = �
P4

i=1 ci exp [�
P6

j=1 aij(xj � pij)2] 6 [0,1] -3.32237

Tabela 1: Formas anaĺıticas, número de dimensões (D), intervalos dos espaços de busca e seus
respectivos valores ótimos globais (fmin) do conjunto de funções teste [2].

valor médio bastante superior aos demais, assim como o melhor resultado geral dentre todas as
execuções quando comparado aos outros, cujas soluções médias e melhores soluções não superam
o pior valor encontrado por SOFiA.

4.2 Funções Multimodais

4.2.1 Locais Mı́nimos Massivos

De modo a melhor investigar o comportamento do algoritmo, a segunda série de experimentos
foi executada com um grupo de funções multimodais. Esse grupo de funções é tido como o
mais problemático para vários algoritmos de otimização [5]. As funções f8 até f13 possuem
um número massivo de locais ótimos, o que as tornam adequadas para testar a capacidade de
exploração dos algoritmos, assim como sua habilidade de lidar com os vales dos mı́nimos locais.

Novamente, os valores na Tabela 3 mostram que SOFiA continua performando de maneira
competitiva, tendo melhores resultados para duas das seis funções e empatando em outras três.

Nós notamos que, dados os resultados mostrados até então, a capacidade de exploração de
nosso método se mostra capaz de lidar com espaços de busca contendo grande número de locais
ótimos sem debilitar consideravelmente sua capacidade de explotar as áreas de interesse encon-
tradas. Em outras palavras, nosso algoritmo mostra um equiĺıbrio interessante entre exploração
e explotação.

4.2.2 Locais Mı́nimos Reduzidos

O terceiro grupo de experimentos foi feito utilizando um conjunto de funções cujos espaços de
busca possuem baixa dimensionalidade e poucos locais mı́nimos.

Os resultados observados na Tabela 4 mostram que todos os algoritmos obtiveram perfor-
mance similar quando avalidas suas acurácias médias, sem diferenças consideráveis, com exceção
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F SOFiA GWO PSO

Média Melhor Pior Média Melhor Pior Média Melhor Pior

f1 0 0 0 1.30E-21 1.35E-30 5.66E-20 0.02 0.002 0.1
f2 0 0 0 6.75E-16 3.23E-19 2.55E-14 7.3 0.1 40.1
f3 0 0 0 4.92E-17 7.11E-25 1.09E-15 189.3 60.8 444.9
f4 0 0 0 3.93E-10 4.92E-14 1.41E-08 1.64 0.88 2.39
f5 16.8 0.01 28.9 28.3 28.1 28.9 1964.2 37.52 90067.6
f6 0.009 0.000005 0.2 5.53 4.22 6.88 0.05 0.003 1.15
f7 0.002 0.00009 0.01 0.0001 0.000004 0.0007 7.23 0.08 48.4

Tabela 2: Resultados para funções unimodais. Valores empatados são mostrados sublinhados.

F SOFiA GWO PSO

Média Melhor Pior Média Melhor Pior Média Melhor Pior

f8 -4069.2 -5355.8 -2957.9 -2430 -4050 -1740 -4914.6 -7789.8 -2387.9
f9 0 0 0 0 0 0 125.02 61.77 208
f10 4.00E-16 4.00E-16 4.00E-16 5.59E-09 4.00E-15 2.79E-07 1.01 0.05 2.04
f11 0 0 0 0 0 0 0.01 0.0001 0.04
f12 0.19 0.06 0.41 1.09 0.61 1.49 0.26 0.04 0.9
f13 0.02 0.005 0.2 2.6 2.9 2.1 0.02 0.001 0.1

Tabela 3: Resultados para funções multimodais. Valores empatados são mostrados sublinhados.

da função f18, onde SOFiA obteve solução média aproximadamente duas vezes inferior à me-
lhor solução encontrada, mas compensa com os resultados para f15, onde teve solução média
significantemente melhor. Dentre as sete funções, SOFiA obteve soluções superiores para duas
e empatou em três.

4.2.3 Tempo de Execução

Tendo acesso direto aos códigos desenvolvidos por [2], nosso último grupo de experimentos
consistiu em calcular os tempos médios de execução de cada algoritmo. O tempo calculado (em
segundos) consiste da média de cinquenta execuções independentes para cada uma das vinte
funções.

As médias de tempo na Tabela 5 mostram que SOFiA não somente é capaz de entregar re-
sultados altamente competitivos mas também o faz com tempo de execução consideravelmente
inferior, sendo, em média, doze e dez vezes mais rápido que os algoritmos GWO e PSO, respec-
tivamente.

5 Conclusão

A simplicidade da técnica proposta neste trabalho torna seu processo de otimização não somente
rápido mas também bastante eficaz, dado que nosso algoritmo obteve melhor solução média em
50% das funções avaliadas, empatando em 30% delas e não obtendo o melhor resultado em
somente quatro casos: enquanto as soluções encontradas por SOFiA para f8 e f18 são relati-
vamente inferiores, os resultados para f7 e f19 não possuem diferenças estatist́ıcas significantes
quando comparados com os melhores resultados encontrados. Ainda para essas duas últimas
funções mencionadas, nosso método foi de cinco a vinte e uma vezes mais rápido.
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F SOFiA GWO PSO

Média Melhor Pior Média Melhor Pior Média Melhor Pior

f14 4.34 0.99 12.6 6.82 1 12.7 4.34 0.99 12.5
f15 0.0008 0.0003 0.008 0.02 0.004 0.06 0.32 0.004 0.12
f16 -1.0316 -1.0316 -1.03 -1.02 -1.0315 -0.98 -1.0316 -1.0316 -1.0316
f17 0.39 0.39 0.39 0.56 0.4 3.51 0.39 0.39 0.39
f18 9.04 2.9 33.1 3.7 3 28 4.78 2.99 91.81
f19 -3.78 -3.86 -3.08 -3.73 -3.86 -3.36 -3.86 -3.86 -3.85
f20 -3.26 -3.42 -1.86 -2.42 -3.08 -1.15 -3.09 -3.32 -1.71

Tabela 4: Resultados para funções de dimensões fixas. Valores empatados são mostrados sublinhados.

F SOFiA GWO PSO

f1 0.097 2.27 1.71
f2 0.077 2.32 1.78
f3 0.39 4.7 4.18
f4 0.058 2.14 1.62
f5 0.17 2.3 1.82
f6 0.087 2.28 1.71
f7 0.45 2.52 2.01
f8 0.31 2.33 1.83
f9 0.14 2.38 1.86
f10 0.16 2.52 2.03

F SOFiA GWO PSO

f11 0.18 2.6 2.02
f12 0.44 3.17 2.71
f13 0.41 3.05 2.5
f14 0.74 9.64 9.52
f15 0.078 0.83 0.81
f16 0.053 0.27 0.25
f17 0.021 0.3 0.27
f18 0.021 0.34 0.29
f19 0.056 1.26 1.18
f20 0.12 1.41 1.33

Tabela 5: Tempos de execução médios para cinquenta execuções independentes.

Dadas as capacidades demonstradas em nossos testes, SOFiA foi capaz de superar dois
algoritmos de otimização bem estabelecidos, mostrando que nosso método possui potencial para
ser empregado em outros problemas de otimização global, especialmente aqueles onde tempo de
execução seja um fator limitante.
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Resumo: Neste trabalho é desenvolvido um algoritmo que usa o método impĺıcito das diferenças
finitas para simular o funcionamento do processo de conformação eletromagnética. São realiza-
dos testes do algoritmo com comparações anaĺıticas e experimentais.

Palavras-chave: Diferenças Finitas; Método Impĺıcito; Conformação Eletromagnética;

Notação: Neste artigo, ~V é um vetor no espaço, Ṽ é uma matriz, Vs é um escalar com subscrito
s, V k

s é o valor do escalar no instante de tempo k, Vs(i, j) é o valor do escalar nas coordenadas
(i, j). V k

s (i, j) significa implicitamente 8i, 8j, 8k.

1 Introdução

Processos de conformação por explosão e conformação eletromagnética são exemplos de “con-
formação em alta velocidade”. Estes processos aplicam em um curto intervalo de tempo elevadas
quantidades de energia cinética em uma peça de trabalho, causando a sua deformação principal-
mente por inércia [6]. O processo de conformação eletromagnética, conhecido pela sigla EMF
(do inglês electromagnetic forming), é realizado em peças de metal condutor. Nele, uma corrente
de descarga de um banco de capacitores percorre uma bobina, que gera um campo magnético
variável e consequentemente forças repulsivas pela interação deste com a peça de trabalho, que
propelem a mesma contra um molde. Vários estudos sobre a simulação do processo já foram
conduzidos [1], [2], [7]. A contribuição deste trabalho é o desenvolvimento de uma simulação
numérica baseada em [1], utilizando o método impĺıcito das diferenças finitas, devido à sua
vantagem de ser estável independentemente do peŕıodo de discretização do tempo [4].

2 Modelo matemático do sistema EMF

A máquina de conformação eletromagnética opera com peças de metal condutor, mais comu-
mente cobre ou alumı́nio. Ela consiste em um banco de capacitores ligado a uma bobina posicio-
nada no mesmo eixo da peça de trabalho. O conjunto pode ser visto na Fig. 1a, na configuração
planar, e na figura 1b na configuração tubular.
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(a) Diagrama do EMF.

.

(b) Configuração tubular, com bobina helicoi-
dal e peça cilindrica.

Figura 1

Hipóteses

O modelo matemático do sistema EMF é baseado nas seguintes suposições:

1. Durante o processo, a peça de trabalho é deslocada. Esse deslocamento causa uma variação
na indutância mútua entre bobina e peça. Todavia, como a maior parte da descarga de
corrente no circuito ocorre antes de um movimento significativo da peça, o deslocamento
da peça é considerado quasi -estacionário, e assim a indutância mútua entre bobina e peça
é considerada constante. Manea et al. demonstraram que no processo EMF a velocidade
só se torna significativa se está na ordem de 107m/s [3].

2. O enrolamento da bobina é discretizado em um número de ćırculos concêntricos.

3. A geometria de todos os componentes é simétrica em torno de um eixo (axissimétrica).
Devido à axissimetria se manter durante a deformação, o campo magnético não varia na
direção da circunferencia, tornando apropriado um sistema de coordenadas ciĺındrico para
se descrever as coordenadas de qualquer ponto da bobina ou peça de trabalho.

4. A simulação é separada para cada componente do campo magnético. Os componentes não
possuem relações de acoplamento, e podem ser resolvidos separadamente.

5. A variação de temperatura é desconsiderada por não ser suficiente para alterar as propri-
edades do material.

A modelagem do circuito elétrico é feita partido das mesmas equações usadas em [1]. Baseando-
se na hipótese #1 e que a indutância mútua permanece constante durante a descarga elétrica,
o circuito elétrico da EMF é aproximado por um circuito com resistência, indutância e capa-
citância (RLC) em série equivalente (mostrado na figura abaixo, ao lado das equações), cuja
resposta ao impulso (gerado pela comutação do interruptor da Fig. 1a) é dada pela Eq. (1) com
as variáveis calculadas em (2), onde Ia(t) é a corrente de descarga ao longo do tempo, V0 é a
tensão inicial (em t = 0) do banco de capacitores, C a sua capacitância, L e R a indutância e
resistência equivalentes do circuito.

Ia(t) = e
�t
⌧ Ia0sen(!t) (1)

Ia0 = V0

r
C

L
⌧ = 2

L

R
! =

1
p

LC
(2)

O equacionamento do campo eletromagnético, como em [1], parte das equções de Maxwell,
mostradas no conjunto de equações (3). A modelagem do campo eletromagnético, ao contrário
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Figura 2: Discretização da peça.

da do circuito elétrico, é de parâmetros distribúıdos. Em seu desenvolvimento, serão usadas as
componentes de coordenadas ciĺındricas das equações de Maxwell para o caso de axissimetria
considerado pela hipótese #3, desenvolvidas na seção a seguir.

Equações do campo eletromagnético em coordenadas ciĺındricas
8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

r ⇥ ~E = �
@ ~B

@t
(3).1

r · ~B = 0 (3).2

~B = µ ~H (3).3

r ⇥ ~H = ~J (3).4

~J = �( ~E + ~v ⇥ ~B) (3).5

(3)

Considerando-se novamente a suposição #1, a Eq. (3).5 tem o termo ~v anulado. Substituindo
~J e ~H na Eq. (3).4 pelas suas igualdades das eqs. (3).3 e (3).5, aplicando o operador rotacional
em ambos os lados da equação resultante, e eliminando r · ~B = 0, o resultado é a Eq. (4), que
é seperada em componentes de um sistema de coordenadas ciĺındrico dados pelas equações (5)
e (6). Para resolver estas equações numericamente, o método impĺıcito de diferenças finitas é
utilizado em conjunto com condições de contorno e condições iniciais.

�
1

µ�
r

2 ~B +
@ ~B

@t
= 0 (4)

�
1

µ�

✓
@2

@r2
+

1

r

@

@r
+

@2

@z2

◆
Bz +

@Bz

@t
= 0 (5)

�
1

µ�

✓
@2

@r2
+

1

r

@

@r
+

@2

@z2
�

1

r2

◆
Br +

@Br

@t
= 0 (6)

Discretização por diferenças finitas

A peça e o tempo devem ser discretizados para se usar o esquema de diferenças finitas nas
equações (5) e (6) e resolvê-las numericamente. Para tanto, é criado o sistema de coordenadas
r ⇥ z da Fig. 2, cujas coordenadas se alinham respectivamente ao raio e à altura da peça de
trabalho. As equações resultantes são mostradas na Eq. (7). Substituindo-as nas equações
(5) e (6), obtém-se (8) e (9). Como Bk e Bk+1 são vetores que carregam os valores de campo
magnético instantâneos e sucessivos de todos nós da malha, e se deseja computar os valores
sucessivos a partir de valores instantâneos, a solução para obtenção destes valores é isolar Bk+1.
Mas alguns pontos contidos em Bk+1 são predeterminados, por serem condições de contorno;
isto significa que apenas a porção desvinculada a valores de contorno deve ser isolada e resolvida.
Antes de prosseguir e criar um vetor com os nós desvinculados, as condições de contorno devem
ser definidas.
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8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

@Bz

@z
⇡

�Bz(i, j)

�z
=

Bz(i + 1, j) � Bz(i � 1, j)

2�z
(7).1

@Bz

@r
⇡

�Bz(i, j)

�r
=

Bz(i, j + 1) � Bz(i, j � 1)

2�r
(7).2

@Br

@z
⇡

�Br(i, j)

�z
=

Br(i + 1, j) � Br(i � 1, j)

2�z
(7).3

@Br

@r
⇡

�Br(i, j)

�r
=

Bz(i, j + 1) � Bz(i, j � 1)

2�r
(7).4

@2Bz

@z2
⇡

��Bz(i,j)
�z

�z
=

Bz(i + 1, j) � 2Bz(i, j) + Bz(i � 1, j)

�z2
(7).5

@2Bz

@r2
⇡

��Bz(i,j)
�r

�r
=

Bz(i, j + 1) � 2Bz(i, j) + Bz(i, j � 1)

�r2
(7).6

@2Br

@z2
⇡

��Br(i,j)
�z

�z
=

Br(i + 1, j) � 2Br(i, j) + Br(i � 1, j)

�z2
(7).7

@2Br

@r2
⇡

��Br(i,j)
�r

�r
=

Bz(i, j + 1) � 2Bz(i, j) + Bz(i, j � 1)

�r2
(7).8

@Bz

@t
⇡

�Bk
z

�t
=

Bk+1
z � Bk

z

�t
(7).9

@Br

@t
⇡

�Bk
r

�t
=

Bk+1
r � Bk

r

�t
(7).10

(7)

M̃zB
k+1
z = ÑzB

k
z (8)

M̃rB
k+1
r = ÑrB

k
r (9)

Condições de contorno

As equações diferenciais devem ter limites espaciais definidos por condições de contorno e
também condições iniciais para serem resolvidas. O conjunto de equações (10) mostra as
condições de contorno e iniciais do sistema EMF de geometria planar para as equações dos com-
ponentes axial e radial do campo magnético. Estas condições são baseadas em aproximações
f́ısicas: as condições (10).3 a (10).6 se baseiam no efeito pelicular - skin e↵ect. As equações (10).7
e (10).8 tratam da condição de axissimetria. Por último, as equações (10).9 e (10) mostram que
o campo magnético na peça é nulo no ińıcio da simulação. As equações (10).1 e (10).2 impõem
um “campo de contorno” na superf́ıcie inferior da peça. O cálculo do campo de contorno é
feito com a corrente de descarga, obtida pela Eq. (1), e pelo uso do vetor potencial, conforme
detalhado em [1]. As condições de contorno do sistema EMF em geometria tubular são similares,
mudando a superf́ıcie do campo de contorno.

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Bk
z (0, j) = Bk

sz (10).1

Bk
r (0, j) = Bk

sr (10).2

Bk
z (ni, j) = 0 (10).3

Bk
r (ni, j) = 0 (10).4

Bk
z (i, nj) = 0 (10).5

Bk
r (i, nj) = 0 (10).6 i = 0, · · · , ni j = 0, · · · , nj

@Bk
z (i, j)

@r

���
j=0

= 0 (10).7

Bk
r (i, 0) = 0 (10).8

B0
z (i, j) = 0 (10).9

B0
r (i, j) = 0 (10).10

(10)
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2.1 Sistema de equações

As equações (8) e (9), quando reescritas levando em conta a diferença entre os nós desvinculados
e os com valores de contorno, resultam nas equações (11) e (12). Ao se realizar a separação do
vetor de campo magnético ~B em vetor de nós desvinculados ~Bub e vetor de nós da superf́ıcie
mais próxima da bobina ~Bs, as matrizes M̃ e Ñ também são particionadas em Ã, C̃ e D̃ para
multiplicar os nós de Bk+1

ub e Bk+1
s . Assim, o vetor Bk+1

ub pode ser calculado se isolando os demais

termos em um lado da equação, e então multiplicando ambos os lados pela inversa de Ã, como
nas equações (13) e (14). Esta inversão de matriz é a razão deste método ser computacionalmente
exigente; contudo, como Ã é invariante no tempo, a inversão é realizada apenas uma vez por
simulação, e não a cada iteração, o que reduz significativamente o tempo de processamento.

ÃzB
k+1
ubz + C̃zB

k+1
sz = D̃zB

k
ubz (11)

ÃrB
k+1
ubr + C̃rB

k+1
sr = D̃rB

k
ubr (12)

Bk+1
ubr = Ã�1

z

⇣
D̃zB

k
ubz � C̃zB

k+1
sz

⌘
(13)

Bk+1
ubr = Ã�1

r

⇣
D̃rB

k
ubr � C̃rB

k+1
sr

⌘
(14)

Após o cálculo dos campos magnéticos, deve-se obter a distribuição de corrente induzida
na peça. A Eq. (15) é o resultado da expansão do operador rotacional da Eq. (3).4 em
coordenadas cilindricas, da mesma forma que foi feito na Seção 2, e é usada para se calcular o
campo magnético B1 no próximo instante da simulação. A Eq. (16) é a sua implementação no
algoritmo usando-se os esquemas de diferenças finitas das equações (7).2 e (7).3.

J� =
1

µ

✓
@Br

@z
�

@Bz

@r

◆
(15)

Jk
b (i, j) =

1

µ

✓
Bk

r (i + 1, j) � Bk
r (i � 1, j)

2�z
�

Bk
z (i + 1, j) � Bk

z (i � 1, j)

2�r

◆
(16)

3 Resultados

Comparação com solução anaĺıtica

Em [5], a propagação do campo magnético em um cilindro sólido de comprimento infinito,
submetido a um campo magnético em sua superf́ıcie cuja magnitude segue uma função degrau
de amplitude B0 e com direção em z é descrita pela Eq. (17), onde S0() e S1() são funções de
Bessel de ordens zero e um, q é o raio do cilindro e os valores de ↵n podem ser encontrados por
meio da Eq. (18).1. A amplitude do campo de contorno é dada pelas equações (18).2 e (18).3.

Bz(r, t) = B0

 
1 � 2

1X

n=1

S0(r↵n)

q↵nS1(r↵n)
e� ↵2

nt
µ�

!
(17)

S0(q↵n) = 0 (18).1

(
Bsr = 0 (18).2

Bsz = step(k) (18).3
(18)

Em uma simulação com os parâmetros listados na Tabela 1, os resultados são gerados e
comparados com a solução anaĺıtica. A comparação pode ser vista na Fig. 3a, com os resultados
numérico e anaĺıtico obtidos aos pares em diferentes instantes do tempo.
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Tabela 1: Parâmetros da comparação entre o alogoritmo e a solução anaĺıtica.

Parâmetros

Raio da peça 55 mm
Altura (numérico) 1

Condutividade elétrica 36 MS/m
Permeabilidade magnética 4⇡ ⇥ 10�7 H/m
Incrementos de malha (nr) 20

Comparação com experimento prático e método expĺıcito

O algoritmo de diferenças finitas é comparado com o experimento conduzido por [2]. Os
parâmetros do ensaio são expostos na Tabela 2. Em seu trabalho, sensores magnéticos foram
usados para captar o campo magnético gerado por uma EMF no instante do pico de corrente.
Os resultados são expostos na Fig. 3b. Também é feita uma comparação com o método expĺıcito
de [1]. Usando os mesmos parâmetros, é analisado o campo magnético em dois instantes após o
pico. As figuras 4a e 4b mostram a vantagem da estabilidade do método impĺıcito para peŕıodos
relativamente elevados de discretização do tempo.

Tabela 2: Tabela de parâmetros do ensaio.

Circuito elétrico

Numero de enrolamentos 5
Menor raio da bobina 10 mm
Maior raio da bobina 32 mm
Passo do enrolamento 5.5 mm

Espaço entre bobina e peça 1,6 mm
Indutância equivalente 0.86 µ H
Resistência equivalente 28.5 m⌦

Capacitância 40 µ F
Tensão inicial 6000 V

Peça de Al 1050

Espessura 3 mm
Raio 55 mm

Condutividade elétrica 36 MS/m
Permeabilidade magnética 4⇡ ⇥ 10�7 H/m2

Incrementos de malha (nrxnz) 110x6

(a) Gráfico do campo magnético resultante das
soluções anaĺıtica e numérica entre os instantes
de 2 e 57 ms, em intervalos de 5 ms.

.

(b) Comparação do método impĺıcito (linha)
com resultados experimentais (quadrados e
triângulos). [2]

Figura 3
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(a) Método impĺıcito em dois instantes de
tempo após o pico. Pode-se notar um decai-
mento do campo da iteração 6 à 7. (100 µs
e 120 µs), pois todos os valores do campo ao
longo do raio, em ambas as componentes, são
menores em módulo no segundo instante.

.

(b) Método expĺıcito nos mesmos instantes
de tempo. Pode-se notar a instabilidade da
solução pelo campo estar aumentando após o
pico de corrente (todos os valores estão maiores
em módulo no segundo instante).

Figura 4

4 Conclusões

O método desenvolvido pôde ser validado por comparação com uma solução anaĺıtica, teve
semelhança com um resultado particular obtido em experimento prático, e ao final foi exposta a
conhecida vantagem do uso do método impĺıcito, que é a sua estabilidade numérica para qualquer
peŕıodo de discretização. Esta vantagem permite a discretização da peça em mais pontos com o
aumento arbitrário do peŕıodo de discretização do tempo quando a capacidade computacional
for limitada e exigir esta troca.
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Resumo: Dentre os desastres naturais, as inundações são as mais frequentes, e muitas vezes as 
que causam os maiores danos. Com o avanço das tecnologias, esses eventos podem ser estudados 
com detalhes. Uma das ferramentas de estudo é a modelagem numérica de inundações que vem 
sendo amplamente utilizada para antecipar riscos e auxiliar na tomada de decisão. O TELEMAC-
2D, é um exemplar que é capaz de simular a hidrodinâmica de canais abertos pela resolução das 
equações das águas rasas num domínio discretizado por uma malha não estruturada de 
elementos finitos. Esse modelo foi aplicado em um estudo de caso nos rios que cruzam a cidade 
de Rio do Sul – SC, para simular a hidrodinâmica do local procurando mapear inundações que 
aconteceram na cidade nos anos de 2011 e 2013. Após a calibração e validação do modelo, 5 
eventos com diferentes períodos de retorno puderam ser mapeados. Além do mapeamento, a 
metodologia permitiu encontrar outros padrões para os eventos, como duração de alagamento e 
identificar como esses padrões se repetem ou não em inundações com diferentes magnitudes. Os 
resultados podem ajudar a melhorar os sistemas locais de monitoramento e alerta e o 
planejamento de uso do solo. 

 
Introdução 

 Com o passar dos anos as inundações apresentam-se mais frequentes embora as perdas 
materiais e mortes venham diminuindo [6]. Na microrregião do Alto Vale do Itajaí, localizado no 
estado de Santa Catarina, os problemas com inundações são recorrentes. A paisagem da região é 
formada por um relevo acidentado e encostas muito inclinadas, que formam pequenas várzeas em 
torno de ribeirões e rios, estando assim sujeita a frequentes inundações [2]. 

Em Rio do Sul, maior cidade da região, a população convive com as inundações desde 
os períodos iniciais de colonização, e nos últimos anos, principalmente após 2011, as inundações 
mostram-se mais frequentes. Em todo o período 1910-2018 a média de inundações por ano foi de 
0.53, de 2011 até 2017 essa média é de 2 inundações por ano. Nesse último período duas das 
maiores inundações registradas aconteceram em setembro dos anos de 2011 e 2013.  

Diante desse cenário de crescente número de inundações somado a não efetividade das 
medidas estruturais para contenção de cheias, medidas não estruturais podem ser adotadas para 
que os danos possam ser minimizados. Essas medidas, não são projetadas para dar uma proteção 
completa, mas para que a população possa conviver da melhor forma possível com a presença dos 
fenômenos. Elas compreendem a previsão e alerta de inundação, zoneamento das áreas de risco 
de inundação, seguro e proteção individual contra inundação [10]. 

Procurando atender à necessidade de mapear as áreas inundáveis na cidade, nesse 
trabalho o modelo hidrodinâmico bidimensional TELEMAC-2D é utilizado para simular a 
hidrodinâmica dos rios em uma parte da cidade de Rio do Sul, reproduzindo os eventos que 
aconteceram na cidade e mapeando assim as áreas de inundação nesses eventos. Essas 
informações podem ser utilizadas para atender algumas das exigências do Plano Diretor do 
Município como planejamento de uso de solo, prever rotas alternativas para o escoamento do 
trânsito [4]. Além disso, é previsto nessa lei que a ocupação dos solos deve ser feita de forma a 
"facilitar a convivência com as cheias dos rios através da expansão da cidade para regiões livres 
de enchentes ou pela verticalização controlada de algumas áreas já consolidadas através de 
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limitações à ocupação nas áreas mais baixas;". Portanto, essa pode ser uma ferramenta a ser 
utilizada como base para o desenvolvimento dessas atividades, tanto no local de estudo, como em 
qualquer região que disponha de dados suficientes para modelagem. 

Nas simulações realizadas nesse trabalho, o modelo hidrodinâmico foi calibrado num 
período que compreendeu todo ano de 2013 e seus resultados foram validados com um mapa de 
extensão de inundação criado após essa inundação. Com os parâmetros calibrados, a 
hidrodinâmica da região no ano de 2011 foi simulada e os mapas de extensão de inundação para 
as inundações desse ano foram criados. Esses resultados, permitiram mapear outras quatro 
inundações ocorridas nesse ano com período de retorno de 1,24, 3,8, 4,2 e 21 anos. 

Além do mapeamento das áreas inundáveis a modelagem hidrodinâmica bidimensional 
permite que outras informações a respeito do escoamento da área de estudo sejam obtidas. É 
apresentado nesse trabalho o número de dias que cada região permanece alagada, e, pela 
visualização dos padrões encontrados é possível apontar a suscetibilidade a inundação por região.  

Com a metodologia proposta, as informações obtidas pelo modelo, associadas com os 
períodos de retorno de cada um dos cinco eventos permitiu a observação de algumas 
características do fluxo que são ou não recorrentes na área de estudo. Foi possível indicar e fazer 
algumas inferências que podem ajudar as autoridades na tomada de decisão, no gerenciamento de 
uso de solo indicando prováveis magnitudes dos eventos associadas com seu tempo de 
recorrência. 

 
Metodologia 

A definição dos períodos de retorno (PR) mencionados nesse trabalho é dada por [9] 
que o estabelece como o intervalo médio de anos com que um evento hidrológico pode ser 
igualado ou superado pelo menos uma vez. É obtido através do inverso da probabilidade de 
ocorrência. 

Para a criação das áreas de alagamento foi utilizado um modelo hidrodinâmico 
TELEMAC-2D [8] que necessita de dados fluviométricos e dados topográficos. O modelo foi 
calibrado através de simulações realizadas para todos o período do ano de 2013 e validado 
utilizando um mapa de extensão de inundação criado pela defesa civil da cidade após a inundação 
ocorrida em setembro. Depois de calibrados os parâmetros do modelo, o período de 2011 foi 
simulado e as extensões de inundação para as quatro inundações que aconteceram nos meses de 
julho (1), agosto (2) e setembro (1).  

Os dados fluviométricos foram adquiridos na página web da ANA¹. Eles são formados 
por dados de níveis do rio Itajaí-Açú, na estação localizada na cidade de Rio do Sul (estação 
número 83300200), e vazões nos rios Itajaí do Sul, Itajaí do Oeste e Trombudo, respectivamente 
nas cidades de Ituporanga (estação número 83250000), Taió (estação número 83050000) e 
Trombudo Central (estação número 83069900). 

Os dados topográficos são formados pelo Modelo Digital do Terreno (MDT) além da 
batimetria dos canais, uma vez que o MDT não dá uma boa representação topográfica do leito dos 
rios. O MDT utilizado está disponível no Sistema de Informação Geográficas de Santa Catarina1. 
É um modelo de alta resolução espacial (1 m), gerado no levantamento aerofotogramétrico do 
estado de Santa Catarina, em 2010.  Os dados batimétricos foram cedidos pela Defesa Civil do 
Estado de Santa Catarina onde foram levantadas 116 seções transversais de batimetria ao longo 
do Rio Itajaí do Sul, Rio Itajaí do Oeste e Rio Itajaí-açu, principalmente nas áreas próximas ao 
centro da cidade de Rio do Sul [1]. Os dados de topografia foram interpolados em malha não 
estruturada de elementos finitos através do software Blue Kenue². 

 
Validação do modelo e avaliação dos resultados 
A validação das simulações foi realizada de duas formas. Através da capacidade do 

modelo de simular as vazões na cidade de Rio do Sul e pela eficiência na simulação da extensão 
da inundação no evento ocorrido em 2013. 
                                                 
1 Informação disponível em: http://sigsc.sds.sc.gov.br/. Acesso em 18 de maio de 2018. 
2 Informação disponível em:https://nrc.canada.ca/en/research-development/products-services/software-applications/blue-kenuetm-
software-tool-hydraulic-modellers Acesso em 18 de maio de 2018. 
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Os dados para validação das vazões foram obtidos na estação da ANA na cidade de Rio 
do Sul (número 83300200). O polígono de extensão de inundação foi cedido pela defesa civil do 
município. 

Para avaliar a extensão da inundação no tempo em que o mapa de inundação foi 
produzido, serão utilizadas as medidas de ajuste pontual 𝐹1 (eq. 1) e 𝐹2 (eq. 2), baseadas na Tabela 
1, onde 𝐹1 varia de 0 a 1 enquanto que 𝐹2  varia de -1 a 1 e o termo −𝐵 no numerador desta 
última é usado para penalizar superestimações [3]. Nessas medidas, quanto mais próximo da 
unidade estiver o valor resultante, melhor foi o resultado encontrado pelo modelo. 

Para realizar uma validação temporal das simulações, foram avaliadas as vazões 
calculadas pelo modelo com as vazões reais pelas medidas de eficiência: RMSE (Root Mean 
Square Error), e (eficiência de Nash e Sutcliffe (e) [7]), frequentemente utilizada em análises de 
vazões, além das medidas MAPE (Mean Absolute Percentage Error) e correlação de Pearson (r),  
que mostra se as vazões apresentam tendências de crescimento e decrescimento  linearmente 
relacionados [3]. 

Tabela 1: Tabela de Contingência 
𝐹1 = 𝐴

𝐴+𝐵+𝐶
   (1) 

𝐹2 = 𝐴−𝐵
𝐴+𝐵+𝐶

 (2) 

  

Resultados 
Períodos de Retorno  
Os períodos de retorno calculados nesse trabalho levaram em consideração os eventos 

que estão registrados na página da defesa civil do município de Rio do Sul2. Uma vez que a 
construção das barragens nos canais pode afetar o fluxo e a frequência de ocorrência de 
inundações, apenas os eventos pós operacionalização da barragem foram considerados nesses 
cálculos, ou seja, a partir do ano de 1975 até 2017. 

 
Tabela 2: Período de retorno e magnitude de cada um dos eventos estudados. 

  Cota (m) PR (anos) 
20/11/2013 10,39 7 
03/07/2011 6,5 1,24 
10/08/2011 8,83 4,2 
31/08/2011 8,76 3,82 
09/09/2011 12,96 21 

Nesse período de 42 anos aconteceram 34 inundações. As inundações aqui estudadas, 
estão indicadas na Tabela 2, indicando a data da ocorrência do pico da cheia, a cota atingida e o 
período de retorno. 

 
Mapeamento das áreas de inundação em 2013 
Após realizada a calibração a inundação ocorrida em setembro de 2013 foi mapeada. A 

Figura 1 mostra a área de inundação em contraste com o mapa criado pela defesa civil. Essa 
inundação teve cota máxima de 10.39 m relativo a uma vazão de 1364 m³/s no momento de pico. 
O modelo simulou como vazão máxima, no momento de pico 1068,5 m³/s. As medidas de 
eficiência para as vazões se encontram na Tabela 3, e apresentam bons resultados levando em 
consideração os resultados apresentados em [3] e [7]. 

Tabela 3: Medidas de eficiência para as vazões simuladas em 2011. 
RMSE MAPE e r  

111,0095 0,8707 0,6309 0,9263 

                                                 
2 Informação disponível em: https://defesacivil.riodosul.sc.gov.br. Acesso em 29 de junho de 2018. 

  Observado Inundado Observado Seco 
Simulado Inundado A B 

Simulado Seco C D 
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Na Figura 1 nota-se que na maior parte da extensão da área, a inundação foi muito bem 
simulada (𝐹1 = 0,8043 e 𝐹2 = 0,6319), se comparada a outros trabalhos como [5]. Os piores 
resultados se encontram na grande área de superestimação próxima ao ponto de coordenadas -
49,64º, -27,21º. Essa é uma área completamente urbanizada, portanto os sistemas de escoamento 
artificial, que não foram impostos no modelo, podem ter auxiliado no escoamento. Já as maiores 
subestimações aconteceram nas regiões a nordeste e sudoeste, são regiões próximas aos locais de 
imposição de condições de contorno, que podem ter "forçado" esses resultados. 

 
Figura 1: Resultados da simulação versus polígono de verificação. O polígono com 

contorno preto delimita a área de simulação. Os polígonos vermelhos representam a extensão da 
inundação real, com dados recolhidos em solo. Legenda: A: representa a área simulada inundada 

e observada inundada. B: representa subestimações. C: reporta as superestimações. D: 
representa a área simulada e observada seca. 

 
De acordo com as informações expressas no site da defesa civil, as inundações 

registradas são aquelas que têm cotas maiores do que 6,5 m. Com essa informação, foram 
selecionados no período pré e pós pico de inundação os dias em que as cotas permaneceram 
maiores do que esse limiar. Com isso foi encontrada uma duração do alagamento pontualmente. 
No evento de setembro de 2013 a primeira cota de 6,5 m foi atingida no dia 20 e o rio voltou ao 
nível menor que esse limiar no dia 29. A Figura 2 (a) apresenta o número de dias de alagamento 
por região nesse período de tempo, e Figura 2 (b) apresenta o número de dias que cada região 
ficou alagada até 10 dias após a inundação, ou seja, até o dia 9 de outubro. 

Ao analisar essas figuras, como esperado, as áreas adjacentes ao rio apresentam o maior 
número de dias de alagamento. Contudo o alagamento persiste em outras áreas. Percebe-se, por 
exemplo, que a inundação é mais persistente no rio Itajaí do Oeste (longitudes menores que 
49,65º). Os outros trechos com menor número de dias podem ser relacionados ao melhor 
escoamento da água. 

 
Figura 2: Dias de alagamento por região em no período de inundação em 2013.  (a) 

Número de dias de alagamento entre 20 e 29 de setembro. (b) Número de dias que cada região 
ficou alagada entre 20 de setembro e 9 de outubro. 

a) 
 

b) 
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Mapeamento das áreas de inundação em 2011 
Uma vez que o modelo foi calibrado a hidrodinâmica da região foi simulada para todo 

o ano de 2011. Nesse ano aconteceram quatro episódios de inundação. O primeiro em 3 de julho, 
quando o rio atingiu a cota de 6,5 metros, o segundo e terceiro eventos aconteceram no mês de 
agosto, quando o rio atingiu as cotas de 8,83 m e 8,76 m, respectivamente nos dias 10 e 31. E por 
último a maior inundação que ocorreu no mês de setembro quando foi atingida a cota de 12,96 m, 
no dia 9, que é a segunda maior cota em todo o período de registros na estação. 

A Figura 3 traz as vazões simuladas e observadas na estação fluviométrica da cidade de 
Rio do Sul. Os círculos coloridos apresentam o momento da vazão máxima em cada um dos 
eventos estudados nesse trabalho, listados na Tabela 2, em 2011. 

A vazão máxima observada em todo o período foi de 1903.5 m³/s e a vazão máxima 
dada pelo modelo foi de 1902,4 m³/s, sendo que o modelo simulou esse máximo com uma hora 
de antecedência. As medidas de eficiência, encontram-se na Tabela 4.  

 

 
Figura 3: Vazões calculadas e observadas para o ano de 2011. As marcas coloridas representam 

os eventos de inundação registrados, e indicam os períodos de análise. 
   
Ao comparar esses resultados com os obtidos para o período de 2013, percebe-se que 

nesses o RMSE apresentou resultados piores, enquanto que o MAPE, mostrou-se 
significativamente menor, reduzido em 49%. A eficiência de Nash e Sutcliffe (e) também mostrou 
melhores resultados, assim como o coeficiente r. Portanto, espera-se que as medidas de extensão 
de inundação sejam tão bem simuladas, ou melhor do que no evento de 2013. 

 
Tabela 4: Medidas de eficiência para as vazões simuladas em 2011. 

RMSE MAPE e r 
127,364 0,4453 0,7362 0,9282 

 
As áreas de inundação para cada um dos eventos, marcados na Figura 3 foram 

demarcadas seguindo os mesmos procedimentos da seção anterior. A Figura 4 apresenta as 
extensões encontradas pelo modelo em cada período de pico nos quatro eventos. Nota-se que a 
esquerda da longitude -49.65º, no rio Itajaí do Oeste, a área está inundada de uma forma muito 
parecida em todos os eventos, independente da cota atingida, indicando propensão a inundações, 
mesmo quando as cotas atingidas não são muito altas. 

No ano de 2011, dado que as inundações aconteceram de forma sequencial, com 68 dias 
entre os picos da primeira e da última, muitas áreas ficaram inundadas por muitos dias. Para se 
ter uma noção disso, a Figura 5(a)  mostra o número de dias que cada área ficou alagada nesse 
período (de 03 de julho a 9 de setembro) e nesses acrescidos dos 10 dias seguintes (Figura 5 (b)). 

 
Contraste entre os eventos de 2011 e 2013 e análise padrões observados 

Ao comparar a área total de inundação calculada pelo modelo no desastre de 2013 (6.66 
km²) e no quarto evento de 2011 (7.42 km²), pode-se ter a impressão de que essas não diferem 
muito (0.76 km²) e, portanto, podem ter impactos parecidos. Contudo, as vazões máximas 
encontradas nos dois diferem em 539.5 m³/s, ou seja, as vazões do evento de 2011 apresentam 
velocidade consideravelmente maiores que podem causar mais danos. 
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Figura 4: Resultados das extensões de inundações para os eventos ocorridos no ano de 

2011. Legenda: A (azul) área simulada inundada; B (cinza) área simulada seca. 
 
Os padrões de dias de alagamento encontrados no ano de 2013 (Fig. 2), foram similares 

às durações de inundação encontradas para os eventos de 2011 (Fig. 5). As áreas da região mais 
a nordeste apresentam durações menores mesmo que no evento de 2011 essa região tenha 
apresentado uma larga extensão de alagamento como observado na Figura 4. 

 
Figura 5: Dias de alagamento por região no período de inundações em 2011. (a) de 03 

de julho a 9 de setembro. (b) de 3 junho a 19 de setembro. 
 

As áreas a sudeste em torno do rio Itajaí do Sul, apresentam em todos os eventos locais 
com áreas de alagamento duradouras, entretanto essas áreas são menores e menos persistentes do 
que as encontradas nas áreas a sudoeste no rio Itajaí do Oeste, onde grandes regiões 
permaneceram alagadas durante todo o período em que o rio atingiu a cota de 6,5 m. E mesmo 

a) 
 

b) 
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com passados 10 dias do pico de inundação, no rio Itajaí do Oeste muitas áreas permaneceram 
alagadas (Figura 2(b) e Figura 5 (b)). 

 
Considerações finais 

Pela calibração do modelo hidrodinâmico TELEMAC-2D foi possível reproduzir com 
acurácia a extensão de inundação e as vazões observadas na cidade de Rio do Sul no ano de 2013.  

Através dessa calibragem, com parâmetros ótimos de fricção definidos e metodologia 
de validação dos resultados, os mesmos procedimentos foram utilizados para simular a 
hidrodinâmica da região no ano de 2011, quando aconteceram 4 inundações. Com isso esses 
eventos, com diferentes magnitudes e períodos de retorno distintos, puderam ser mapeados 
produzindo informações que podem ser utilizadas pelos sistemas de monitoramento e alerta, e 
pelas autoridades no planejamento de uso e ocupação do solo. Pela visualização dos padrões de 
duração das inundações, as seguintes considerações puderam ser feitas no caso de estudo 
apresentado. 

A porção da área de estudo que margeia o rio Itajaí do Oeste apresenta grandes áreas de 
inundações mesmo com baixas cotas observadas na estação fluviométrica e; grandes aumentos 
nessas cotas não geram aumentos expressivos nas áreas de inundação. Na porção do rio Itajaí do 
Oeste existem várias regiões com grande persistência do alagamento (Fig. 2 e Fig. 5); Portanto 
espera-se que ao passo que as cotas aumentem essas áreas apresentem maior crescimento em 
extensão do que as áreas adjacentes ao rio Itajaí do Oeste. 

Com a metodologia apresentada, além da informação de mapeamento de inundações com 
diferentes períodos de retorno, foi possível analisar a duração da inundação na área de estudo. 
Esses resultados dão um largo panorama das inundações no local de estudo. Além da duração das 
inundações, outros padrões podem ser encontrados com esse método, como profundidade da 
lâmina d’água e velocidade de fluxo em cada um dos pontos da malha, que não foram citados 
nesse trabalho devido ao espaço disponível. Portanto, esses procedimentos podem ser utilizados 
como auxiliares no gerenciamento de riscos, mapeamento de inundações e no planejamento e uso 
de solos. 

 
Referências 

[1] Ambiental, C.A.. “Relatório Técnico Municípios de Rio do Sul e Lontras / SC.” 
Consórcio Bacia do Rio Itajaí. 2015 

[2] Aumond, J.J.; Sevegnani, L.; Tachini, M.; Bacca, L.E. “Condições naturais que 
tornam o vale do Itajaí sujeito aos desastres.” In: Frank, b.; Sevegnani, l. (Org.). Desastre de 2008 
no Vale do Itajaí: água, gente e política. Blumenau: Agência de Água do Vale do Itajaí, p. 22-37, 
2009. 

[3] Di Baldassarre, G. “Floods in a changing climate: inundation modelling.” Vol. 3, 
Cambridge University Press. 2012. 

[4] Hobus, M. “Lei Complementar nº 163, de 12 de dezembro de 2006”. 2006 
[5] Horritt, M.; Bates, P. “Evaluation of 1D and 2D numerical models for predicting 

river flood inundation”. Journal of hydrology, 268, 87–99. 2002. 
[6] Jha, A.K.; Bloch, R.; Lamond, . “Cidades e Inundações: um guia para a gestão 

integrada do risco de inundação urbana para o século XXI.” Washington: Banco Internacional 
para Reconstrução e Desenvolvimento. 2002. 

[7] Nash, J.E.; Sutcliffe, J.V. “River flow forecasting through conceptual models part 
I—A discussion of  principles.” Journal of hydrology, 10, 282–290. 2012. 

[8] Riadh, A.; Cedric, G.; Jean, M. “Telemac modeling system: 2d hydrodynamics 
telemac-2d software release 7.0 user manual.” Paris: R&D, Electricite de France, p. 134. 2014. 

[9] Santos, R.D. “Vulnerabilidade ambiental. Brasília:” Ministério do Meio Ambiente. 
2007. 

[10] Tucci, C.E. “Gestão de águas pluviais urbanas; Programa de Modernização do 
Setor Saneamento.” Secretaria Nacional de Saneamento Ambiental, Ministério das Cidades. 2005 

Anais do I Encontro Regional de Matemática Aplicada e Computacional do Vale do Itajaí(ERMAC-2019), Blumenau-SC

Página 223
ISBN: 978-65-80460-31-1





Método de Galerkin descont́ınuo aplicado à problemas de
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Resumo: A simulação numérica de problemas de escoamento em meios porosos com fraturas é
um problema relevante, uma vez que as heterogeneidades do meio poroso e a presença de fraturas
tem forte impacto no processo de escoamento e tornam o problema multiescala. A modelagem de
um escoamento em um meio poroso com fraturas está baseada na Lei de Darcy com a presença de
fortes descontinuidades na permeabilidade, em regiões com espessura muito pequena em relação
à escala do problema. Neste artigo estudamos a aplicação do método de Galerkin descont́ınuo
para resolver problemas de escoamento monofásico em meios porosos com fraturas. Apresenta-
mos resultados numéricos para problemas com fraturas que representam caminhos preferenciais
e fraturas que representam uma barreira, e estudamos a influência da variação da espessura da
fratura no processo de escoamento. Também apresentamos resultados numéricos para proble-
mas com fraturas que se interceptam. Em todos os problemas abordados o método de Galerkin
descont́ınuo apresentou resultados estáveis e precisos, capturando com eficiência os diferentes
fenômenos presentes no processo de escoamento.

Palavras-chave: escoamento em meios porosos, fraturas, Galerkin descont́ınuo

1 Introdução

A presença de fraturas em um meio poroso complica significativamente a modelagem numérica
de problemas de escoamento. As fraturas ocorrem em diferentes escalas, com diversos tipos de
geometria, e podem representar caminhos preferenciais para o escoamento do flúıdo ou podem
representar barreiras. Desta forma as fraturas tem uma grande influência no processo de escoa-
mento, tornando o fluxo muito mais rápido em certas direções ou, possivelmente, bloqueando o
fluxo em outras direções. Tais tipos de problemas surgem nas mais diversas áreas, como enge-
nharia de reservatório de petróleo, na gestão de reservatórios h́ıdricos subterrâneos, na captura
e armazenamento de carbono e reśıduos radioativos, entre outras.

Na literatura podemos encontrar duas formas de modelar problemas de escoamento em
meios porosos com fraturas [5, 3, 4, 1]. Uma das formas é considerar o modelo completo na
modelagem, ou seja, as fraturas são consideradas como um subdomı́nio de espessura fina, em
que a permeabilidade é muito alta (ou muito baixa) em relaçao ao restante do domı́nio. Outra
forma, conhecida como formulação reduzida, consiste em considerar a fratura como uma interface
entre subdomı́nios. Neste caso torna-se necessária a imposição de condições de transmissão na
interface, que dependem de um parâmetro 1/2  ⇠  1, e permitem acoplar o problema (d � 1)-
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dimensional com o problema d-dimensional. Porém na literatura não há um consenso de qual
é o valor adequado a ser usado para o parâmetro ⇠. Neste trabalho empregamos o método
de Galerkin descont́ınuo (DG) proposto em [2] para resolver o modelo completo envolvendo
diferentes problemas de escoamento em meios porosos com fraturas. Os resultados numéricos
obtidos serão empregados em trabalhos futuros para validar resultados numéricos obtidos com
a formulação reduzida, e assim permitir um estudo sobre qual o melhor valor a ser considerado
para o parâmetro ⇠. Nas seções a seguir apresentamos a descrição do problema, o método
numérico empregado e resultados numéricos.

2 Formulação do Problema

Considere um domı́nio ⌦ ⇢ R2 com fronteira � = @⌦. Dividimos o domı́nio ⌦ em subdomı́nios
⌦1, ⌦2, ⌦f (ver Figura 1), tal que ⌦\⌦f = ⌦1 [ ⌦2, ⌦1 \ ⌦2 = ;, onde ⌦f representa uma
fratura do meio poroso ⌦, com diâmetro d. Usaremos que �i = @⌦i \ �, i = 1, 2, f e �i =
@⌦i \ @⌦f \ ⌦, i = 1, 2.

Figura 1: Domı́nio ⌦ dividido em subdomı́nios ⌦1, ⌦2, ⌦f .

Considere o escoamento monofásico e incompressivel regido pela lei de Darcy em ⌦8
>>>><

>>>>:

div ui = qi, em ⌦i, i = 1, 2, f
ui = �KirPi, em ⌦i, i = 1, 2, f

Pi = PDi , sobre �i, i = 1, 2, f
Pi = Pf , sobre �i, i = 1, 2

ui · n = uf · n, sobre �i, i = 1, 2

(1)

onde K é a permeabilidade, q é o termo de fonte, u a velocidade de Darcy, p a pressão, n vetor
normal unitário. Denotamos por pi, ui, Ki e qi as restrições de p, u, K e q, respectivamente
sobre ⌦i, i = 1, 2, f e PDi a restrição de PD sobre �i, i = 1, 2, f .

3 Método de Galerkin Descont́ınuo

Empregamos o método de Galerkin descont́ınuo para modelar numéricamente o problema de
escoamento monofásico (1). Para tal fim consideramos uma partição Th do domı́nio ⌦ composta
por M elementos abertos, disjuntos, Th = {Ti}1iM , tal que ⌦̄ =

S
T2Th

T̄ . Para cada elemento
T da malha Th, associamos o diâmetro hT e definimos o diâmetro da malha como sendo h :=
maxT2Th

hT . Denotamos por Fi
h como sendo o conjunto formado pelas arestas interiores e F@

h o
conjunto das arestas de fronteira, Fh := Fi

h [ F@
h o conjunto de todas as arestas e para qualquer

F 2 Fh, hF representa o diâmetro da aresta F .
Supomos que a malha Th é consistente com a divisão do domı́nio ⌦ em subdomı́nios e com

as condições de fronteira. Portanto, assumimos que as interfaces �i, i = 1, 2 são exatamente
cobertas por um conjunto de arestas armazenadas em F�

h. Definimos Fi⇤
h := Fi

h \ F�
h. Também

consideramos os conjuntos FD
h e FN

h que correspondem respectivamente ao conjunto das arestas
onde a condição de Dirichlet é satisfeita e onde a condição de Neumann deve ser imposta.

Para uma função v suficientemente suave, definimos o salto e a média em F 2 Fi
h, em que

F = @T�
\ @T+, respectivamente como:

[[v]] := v|T� � v|T+
, {v} :=

1

2
(v|T� + v|T+

). (2)

Extendemos essas definições para as faces da fronteira F 2 F@
h como [[v]] = {v} := v|T . Para a

face F 2 Fi
h, F = @T�

\ @T+ também definimos a normal nF como sendo exterior ao elemento
T� e para uma face de fronteira F 2 F@

h, a normal nF coincide com a normal exterior n@⌦.
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Para lidar com as heterogeneidades do meio poroso empregamos as técnicas de média ponde-
rada para uma função v e a média harmônica da permeabilidade K, respectivamente definidas
por, para F 2 Fi

h,
{v}� :=!T �,F v� + !T+,F v+, sendo !T �,F :=

KT+,F

KT �,F + KT+,F
, !T+,F :=

KT �,F

KT �,F + KT+,F
(3)

hKiF :=
2KT �,F KT+,F

KT �,F + KT+,F
, (4)

em que os pesos !T �,F e !T+,F , são definidos tais que !T �,F + !T+,F = 1. Para faces na
fronteira, F 2 F@

h extendemos as definições acima por {v}� := v e haiF := a. Definimos também
o espaço de elementos finitos descont́ınuo para k � 1:

V k
h := {vh 2 L2(⌦); 8T 2 Th, vh|T 2 Pk(T )}.

Resolvemos o problema (1) usando o método DG com penalização interior proposto em [2],
ou seja, procuramos Ph 2 V k

h tal que 8zh 2 V k
h ,X

T2Th

Z

T
KrPm+1

h · rzh �

X

F2Fi
h�FD

h

Z

F
(nF · {KrPh}�[[zh]] + #nF · {Krzh}�[[Ph]])

+
X

F2Fi
h�FD

h

Z

F
�F

�F

hF
[[Ph]] [[zh]] =

X

T2Th

Z

T
qzh �

X

F2FN
h

Z

F
PNzh

+
X

F2FD
h

Z

F

✓
�#nF · Krzh + �F

�F

hF
zh

◆
PD

(5)

em que PD e PN representam a condição de Dirichlet e de Neumann, respectivamente, e
# 2 {�1, 0, 1} permite migrar entre as formulações não-simétrica, incompleta ou simétrica do
método DG. O parâmetro �F = �̃k2, sendo �̃ > 0 suficientemente grande para garantir a
estabilidade do método se # = 1 e �F é dado pela média harmônica de acordo com a definição
(4), �F = hKiF .

4 Resultados Numéricos

4.1 Exemplo 1

Neste exemplo, seguindo o artigo [3], testamos o método numérico para aproximar um problema
com fratura permeável. Consideramos o domı́nio ⌦ = (0, 2)⇥(0, 1), com fratura ⌦f = (1�d, 1+
d) ⇥ (0, 1). Os demais dados do problema foram considerados como apresentado na Figura 2.

⌦1 ⌦2

K1 = 10�9 K2 = 10�9

⌦f

K
f

=
10

�
6

P
1

=
0

P
2

=
10

6

P1 = 0

P2 = 106u · n = 0

u · n = 0

u · n = 0

u · n = 0

⌦1 ⌦2

K1 = 10�6 K2 = 10�6
⌦f3

Kf3 = 10�9

⌦f1

⌦f2

Kf1 = 10�6

Kf2 = 10�6

P
1

=
0

P
2

=
10

6

u · n = 0

u · n = 0

Figura 2: Domı́nio ⌦ dividido em subdomı́nios ⌦1, ⌦2, ⌦f , para o Exemplo 1 à esquerda e para
o Exemplo 2 à direita sendo que neste ⌦f é subdividido em ⌦f1, ⌦f2, ⌦f3.

Na Figura 3 apresentamos aproximações para Pressão e Campo de velocidades, obtidas para
diferentes diâmetros d da fratura ⌦f . Na Figura 4 apresentamos o salto da velocidade na fratura
([u ·n]|� = (�KrP )|�1 ·n� (�KrP )|�2 ·n e a velocidade tangencial na fratura, uf,T . Podemos
observar que no caso da fratura permeável o salto da pressão na interface é zero. Notamos
também que no caso em que d = 0.01 o perfil obtido com o método de Galerkin Descont́ınuo é
semelhante ao apresentado no artigo [3].
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Figura 3: Exemplo 1: Aproximações numéricas para Pressão e velocidade em um domı́nio com
fratura ⌦f de diâmetro d = 0.1, 0.02, 0.01.

Figura 4: Exemplo 1: À esquerda Salto da velocidade normal na fratura. À direita:
velocidade tangencial na fratura, ambos resultados para fratura ⌦f com diâmetro d = 0.01.

4.2 Exemplo 2

Consideramos o domı́nio ⌦ = (0, 2) ⇥ (0, 1), em que ⌦f = (1 � d, 1 + d) ⇥ (0, 1). Os demais
dados do problema foram considerados como apresentado na Figura 2. Neste exemplo (baseado
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no artigo [4]) ilustramos a aplicação do método para problemas que possuem uma barreira
geológica, ou seja, uma região com baixa permeabilidade na fratura. Na simulação podemos
observar que o flúıdo contorna esta região de baixa permeabilidade, caracterizando assim uma
barreira geológica. Os resultados numéricos são apresentados nas Figuras 5 e 6. Da Figura 6
observamos também, que no caso de uma fratura impermeável, a pressão apresenta um salto na
fratura quando a expressura d tende a zero.

Figura 5: Exemplo 2: Aproximações numéricas para Pressão e velocidade em um domı́nio com
fratura ⌦f de diâmetro d = 0.1, 0.02, 0.01.

4.3 Exemplo 3

Consideramos o domı́nio ⌦ = (0, 2) ⇥ (0, 1), com fraturas que se interceptam. Os demais dados
do problema (baseado em [3]) foram considerados como apresentado na Figura 7 e os resultados
numéricos são apresentados nas Figura 8 e 9. Como podemos notar, os resultados da simulação
com método de Galerkin descont́ınuo são perfeitamente compat́ıveis com os resultados do artigo
[3].
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Figura 6: Exemplo 2: Perfil para pressão obtido ao logo de y = 0.5 para fraturas com diferentes
diâmetros d.

⌦1 ⌦2

K1 = 10�9 K2 = 10�9

⌦4 ⌦3

K4 = 10�9 K3 = 10�9

⌦f

K
f

=
10

�
6

P
1

=
0

P
2

=
10

6

P1 = 0

P2 = 106u · n = 0

u · n = 0

u · n = 0

u · n = 0

⌦1
⌦2

K1
=

10
�9

K2 = 10�9

⌦4

⌦3

K4 = 10�9
K3 = 10�9⌦f

K
f

=
10

�
6

P
1

=
0

P
2

=
10

6

P1 = 0

P2 = 106u · n = 0

u · n = 0

u · n = 0

u · n = 0

Figura 7: Domı́nio ⌦ dividido em subdomı́nios ⌦1, ⌦2, ⌦3, ⌦4, ⌦f , para o Exemplo 3A à es-
querda e para o Exemplo 3B à direita.

Figura 8: Exemplo 3A: Aproximações numéricas para Pressão e velocidade.

5 Conclusões

Os resultados numéricos apresentados comprovam que o método de Galerkin descont́ınuo é
apropriado para resolver problemas de escoamento em meios porosos com fraturas. O método
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Figura 9: Exemplo 3B: Aproximações numéricas para Pressão e velocidade.

captou com precisão os mais diversos efeitos f́ısicos envolvidos no processo de escoamento, como
caminhos preferenciais para escoamento, descontinuidades na solução e bruscas variações no
campo de velocidades. Porém a simulação em meios porosos com fraturas para problemas
práticos em grande escala requer uma malha mais refinada na fratura, o que pode se tornar muito
custoso. Para contornar esta dificuldade, torna-se necessário a utilização de modelos em que as
fraturas são consideradas como interface. Esse modelo é conhecido como modelo reduzido. No
modelo reduzido o fluxo dentro de fratura é modelado por uma equação de Darcy na variadade
de codimensão um comparando com a dimensão do meio poroso. Simulações empregando o
método de Galerkin descont́ınuo para esta formulação serão apresentadas em trabalhos futuros.
E os resultados numéricos apresentados neste trabalho podem ser utilizados para validar tais
simulações.
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Resumo: Propomos um método iterativo para a resolução de problemas discretos mal postos
baseado em iterações matriciais geradas através do método de Schultz, visando também utilizar
técnicas de projeção para contornar o custo operacional do método quando aplicado a problemas
de grande porte. Essencialmente, tomando os iterados gerados pelo método de Schultz matricial
por Xk, constrúımos os vetores x(k) = Xkb, em que b é o vetor com dados do problema. Pela
construção, como Xk converge à pseudo-inversa de A, estes iterados convergem para a solução
de norma mı́nima do problema de mı́nimos quadrados minx2Rn kAx � bk. Mostramos que a
sequência {x(k)

} é quadraticamente convergente e ilustramos o seu comportamento numérico.
No caso de dados de entrada com rúıdo, analisamos o comportamento de semi-convergência
nos iterados e conclúımos que as iterações devem ser truncadas para controlar a propagação do
rúıdo. Como resultado, encontramos uma estimativa de erro para o caso em que o prinćıpio da
discrepância é utilizado para determinar o parâmetro de truncamento. Na tentativa de contor-
nar o alto esforço computacional, estudamos estratégias de projeção em subespaços de Krylov
e na base DCT (transformada discreta de cosseno), resultando em alternativas atrativas para
aplicação em problemas de grande porte. Diversos resultados numéricos são apresentados para
ilustrar a efetividade do método em problemas-teste bem conhecidos da literatura.

Palavras-chave: Problemas discretos mal postos, métodos iterativos, semi-convergência, crité-
rios de parada.

1 Introdução

Diversas aplicações na ciência e na engenharia conduzem a sistemas de equações lineares
de grande porte da forma Ax = b̃ ou, mais geralmente, ao problema de mı́nimos quadrados
associado

min
x2Rn

kAx � b̃k, (1)

para A 2 Rm⇥n severamente mal condicionada e b̃ = b+e, em que b 2 Rm denota os dados exatos
e o vetor e corresponde ao rúıdo proveniente de imprecisões ou erros de medição. Problemas
dessa forma são chamados de problemas discretos mal postos [11] e surgem naturalmente, por
exemplo, na discretização de equações integrais de primeira espécie em processamento de sinais e
restauração de imagens ou quando estamos interessados em conhecer a estrutura interna de um
sistema através de medições externas, como acontece na tomografia computadorizada [9,13,21].

É fato conhecido que a solução para (1) gerada através da pseudo-inversa de Moore-Penrose
A† [19], denotada por x̃LS = A†b̃, é dominada pelo rúıdo nos dados de entrada. Neste cenário,
métodos de regularização são essenciais para computar aproximações estáveis da solução livre
de rúıdos xLS = A†b procurada. A literatura possui diversas abordagens com este intuito, como
a regularização de Tikhonov [23], que consiste basicamente em trocar (1) por um problema
relacionado bem condicionado cuja solução é aceita como aproximação para xLS.
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Outra maneira de lidar com o problema é através de métodos iterativos, tais como CGLS/LS-
QR [4, 18], MINRES/MR-II [7, 17] e GMRES/RRGMRES [6, 20], entre muitos outros, para os
quais o ı́ndice k da iteração atua como parâmetro de regularização. Isto ocorre porque, para
muitos métodos iterativos, nos passos iniciais, os iterados tendem a convergir para xLS, para
então se deteriorarem com o crescimento de k, até convergirem finalmente para a solução de
(1), dominada pelo rúıdo. Este fenômeno, conhecido como semi-convergência [16], sugere que a
interrupção das iterações após um certo número de passos tem efeito regularizante. Para tanto,
critérios de parada espećıficos são essenciais para determinar boas soluções.

Neste trabalho, propomos um método iterativo para computar aproximações estáveis para
a solução livre de rúıdos do problema (1), xLS = A†b, baseado no fato de que se {Xk} é uma
sequência matricial que converge para A†, então a sequência vetorial {x(k)

}, definida por

x(k) = Xkb, (2)

converge para a solução de mı́nimos quadrados de norma mı́nima xLS = A†b. Entre uma vasta
gama de possibilidades presentes na literatura, a geração da sequência matricial {Xk} se dá
através da recorrência

Xk+1 = Xk(2I � AXk), (3)

que consiste em um caso particular de um método de alta ordem [3] e é referenciado na literatura
como método de Schultz [22]. Tais iterações possuem também um paralelo com as iterações
geradas pelo método de Newton quando aplicado a um certo problema não linear, de modo que
a recorrência matricial (3) é aqui denominada por iteração de Schultz ou Newton, de forma
equivalente. A convergência quadrática caracteŕıstica do método de Newton é preservada nas
iterações matriciais (3), desde que o iterado inicial seja escolhido apropriadamente.

Nas seções seguintes, abordaremos aspectos teóricos e práticos da sequência gerada por (2)
através do método de Newton (3), tais como convergência e propriedades de monotonia. A
seguir, apresentamos uma estimativa teórica para o caso em que o prinćıpio da discrepância de
Morozov [12,14] (DP) é utilizado para determinar o parâmetro de truncamento k. Visando uma
aplicação prática do método desenvolvido, surgem dificuldades com relação ao custo operacional
e alguma estratégia de aceleração se faz necessária. Para isto, propomos uma técnica de projeção
em subespaços de dimensão finita, essencialmente buscando um espaço de dimensão baixa que
possa conter boas aproximações à solução procurada. Bases geradas para espaços de Krylov e
a base DCT são alguns exemplos [9, 11]. De forma grosseira, uma vez determinado o espaço de
projeção, aplicamos o método (2) ao problema projetado e calculamos uma solução aproximada
para (1). Esta ideia resultou em métodos atrativos numericamente para aplicação em problemas
de grande porte que, juntamente com os resultados teóricos, consistem das contribuições mais
significativas do presente trabalho (veja [1]).

2 O método e resultados teóricos

Como esperado do método de Newton, a recorrência (3) possui convergência quadrática para
A†, desde que o iterado inicial seja escolhido apropriadamente. Uma escolha usual na literatura
(também considerada neste trabalho) costuma ser X0 = �AT , com 0 < � < 2

⇢(AAT )
, em que ⇢(·)

denota o raio espectral de (·). O cálculo expĺıcito de � pode ser feito tomando, por exemplo,
� = 1/kAk

2
F ou � = 1

kAk1kAk1
, que satisfazem a condição necessária.

A primeira contribuição deste trabalho consiste de que, se 0 < � < 1
⇢(AAT )

, então podemos

garantir que os iterados Xk capturam as informações da matriz A associadas aos maiores valores
singulares preservando a ordem dos mesmos, isto é, adquirindo dados fornecidos pelos elementos
de baixa frequência antes dos demais [1, Theorem 2.1]. Tal propriedade é de importância na
construção de aproximações estáveis para xLS a partir de dados com rúıdo, pelo fato de que
a solução de problemas discretos mal postos é dominada pelos maiores valores singulares de
A [9, 11].
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Agora, com relação à sequência vetorial (2), provamos que a mesma satisfaz propriedades de
monotonia na norma dos iterados x(k) e dos reśıduos r(k) := b � Ax(k), a saber [1, Lemma 3.2]:

(i) kx(k+1)
k2 � kx(k)

k2, k � 1,

(ii) kr(k+1)
k2  kr(k)

k2, k � 0.

Estas informações são essenciais para a aplicação de alguns critérios de parada heuŕısticos, tais
como L-curve [8,12] e a regra do produto mı́nimo [2,5] (MPR), que são alternativas, por exemplo,
ao prinćıpio da discrepância, na detecção da propriedade de semi-convergência.

Neste âmbito, tomando o problema com perturbações (1) e os iterados gerados por estes
dados, x̃(k) = Xk b̃, e considerando que b pertence à imagem de A, podemos provar uma estima-
tiva teórica para quando DP é utilizado como critério de parada. De fato, se x̃(k(�)) é o iterado
gerado por DP, então [1, Theorem 4.1]

kx̃(k(�))
� xLSk2

kxLSk2
= O

 
�1/2

kbk1/2
2

!
.

Em palavras, a estimativa infere que, quanto menor a perturbação nos dados de entrada, melhor
será a aproximação de xLS gerada pela sequência {x̃(k)

} quando DP determina o ı́ndice k de
parada.

3 Aceleração via projeção

Agora, pensando num problema geral da forma Ax = b, nos aspectos computacionais busca-
mos computar x(k) = Xkb sem calcular as matrizes Xk explicitamente em cada iteração. Para
tanto, de (3), é fácil ver que podemos escrever

Xk+1 = Xk + (I � XkA)Xk = Xk + UkXk = Xk + U2k

0 Xk,

em que Uk := I � XkA. Desta forma, temos que

x(k+1) = x(k) + U2k

0 x(k), (4)

em que x(0) = �AT b e U0 = (I � �AT A) 2 Rn⇥n e 0 < � < 2
⇢(AAT )

. Ainda assim, lidar com a

formulação (4) pode ser uma tarefa de alto custo computacional, já que necessitamos operar com
as matrizes U0 2 Rn⇥n. Este custo é, para problemas de grande porte, uma limitação, e pode
ser enormemente reduzido se alguma técnica de projeção for utilizada, ou seja, se buscarmos
resolver o problema

min
x

kAx � bk2 sujeito a x 2 V` := span{v1, . . . , v`}, (5)

para vi’s apropriados e ` << n. Tomando V` := [v1, . . . , v`] 2 Rn⇥`, resolver (5) é equivalente a
solucionar o problema irrestrito

min
y2C`

k(AV`)y � bk2, (6)

para o qual podemos enfim aplicar o método de Newton. Neste cenário, note que a matriz
U0 a ser gerada de (4) toma a dimensão ` ⇥ `, cujo custo operacional para efetuar operações
matriz-matriz e matriz-vetor são reduzidos, se comparados com operar com uma matriz n ⇥ n.

A grande questão é a escolha do subespaço V`, de modo que informações importantes do
problema sejam representadas nesse espaço e, ao mesmo tempo, com poucos vetores na base
(i.e., com ` pequeno), assegurando a aplicação eficiente da sequência vetorial. Neste trabalho,
consideramos duas possibilidades:
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(i) Tome os seguintes subespaços de Krylov, para j � 1:

Kj(A
T A, AT r) = span{AT r, (AT A)AT r, . . . , (AT A)j�1AT r}, (7)

em que r é um vetor randômico, e

Kj(A, Ab̃) = span{Ab̃, A2b̃, . . . , Aj b̃}, (8)

ambos com boas propriedades de aproximação tanto dos vetores singulares associados a
elementos de baixa frequência como também da imagem de AVj [9]. Especificamente,
vetores de base para (7) e (8) podem ser gerados utilizando a bidiagonalização de Lanczos
e o processo de Arnoldi/Lanczos, respectivamente, a partir dos quais se determina um
tamanho j de subespaço adequado para a realização da projeção (veja [1] para maiores
detalhes).

(ii) Subespaço dado a priori: aqui, tomamos os vetores da base DCT [11] (transformada dis-
creta de cosseno), cujas oscilações dos vetores costumam gerar uma boa aproximação para
o espaço gerado pelos vetores singulares de A associados aos elementos de baixa frequência.

Como mencionado, ao determinar o subespaço, projetamos o problema e então o resolvemos
a partir do método proposto em (4). Note que para cada subespaço temos uma variante do
método, aqui denominadas por SM-Bid, SM-Trid e SM-DCT, representando, respectivamente,
o método de Schultz com os subespaços (7), (8) e DCT.

4 Exemplos numéricos

Nesta seção, buscamos ilustrar a aplicação das técnicas desenvolvidas aqui em alguns proble-
mas-teste. Daqui em diante, NL representa o ńıvel de rúıdo (relativo) presente nos dados, isto
é, NL = kb̃ � bk/kbk. As implementações foram todas efetuadas em MATLAB.

4.1 Problemas de porte médio

Ilustramos as técnicas desenvolvidas em problemas provenientes do pacote Regularization
Tools [10] e da Galeria do MATLAB, a saber:

1) foxgood, 2) phillips, 3) heat, 4) shaw, 5) gravity,
6) baart, 7) deriv2, 8) moler, 9) lotkin, 10) prolate,
11) lehmer, 12) cauchy, 13) fiedler, 14) frank, 15) hilb.

Problema CGLS SM-DCT SM-Bid SM-Trid LW CIM SART
1 foxgood 0.0070 0.0077 0.0037 0.0070 0.0368 0.0273 0.1086
2 phillips 0.0033 0.0050 0.0049 0.0055 0.0232 0.0233 0.0272
3 heat 0.0145 - 0.0163 - 0.2917 - 0.2052
4 shaw 0.0474 0.0472 0.0398 0.0475 0.1649 0.1032 0.3999
5 gravity 0.0077 0.0104 0.0073 0.0099 0.0421 0.0373 0.0289
6 baart 0.1145 0.1149 0.0638 0.0358 0.3217 0.3363 0.4027
7 deriv2 0.1071 0.0261 0.1192 0.1281 0.3531 0.1721 0.0003
8 moler 0.0139 0.0119 0.0147 0.0151 0.4197 0.4570 -
9 lotkin 0.4496 0.4497 0.4487 - - 0.4699 0.4531
10 prolate 0.0003 0.0018 - 0.0003 0.0001 0.0002 0.0002
11 lehmer 0.0054 0.0040 0.0071 0.0076 0.3591 0.3648 0.3766
12 cauchy 0.4393 0.4393 0.4392 0.4393 - 0.4700 0.4513
13 fiedler 0.0050 0.0033 0.0060 0.0047 0.3514 0.3673 0.3441
14 frank 0.0062 0.0051 0.0112 0.0289 0.1013 0.3801 0.2659
15 hilb 0.4394 0.4393 0.4394 0.4394 - 0.4700 0.4513

Tabela 1: Média de erros para NL = 0.1%.
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Os exemplos aqui são considerados com matrizes de ordem 10000 ⇥ 10000, com NL = 0.1%.
Por simplicidade, o único critério de parada apresentado aqui é DP, mesmo que testes com MPR
e L-curve tenham sido efetuados [1]. Por vias de notação nas tabelas e gráficos, consideramos
resultados comparativos com o método CGLS, método de Landweber (LW), método de Cimmino
(CIM) e Simultaneous Algebraic Reconstruction Technique (SART). Veja a Tabela 1 para as
médias de erros obtidas e a Figura 1 para conferir os tempos médios de operação, após 30
resoluções de cada problema. Ressaltamos que a base DCT foi tomada fixa com 30 vetores, ao
passo que SM-Bid e SM-Trid determinam internamente um tamanho de subespaço apropriado [1].

Note que os resultados obtidos são competitivos com os apresentados pelas estratégias com-
paradas e, mais ainda, que os tempos de execução se mostram atrativos para aplicação em
problemas de ordem maior. Especialmente para SM-Trid e SM-DCT, veja que os tempos de
execução foram ainda inferiores aos obtidos por CGLS.

fox
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10-1

100
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SM-DCT
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SM-Trid
LW
CIM
SART

Figura 1: Tempo operacional, em segundos, para ńıvel de rúıdo NL = 0.1%.

4.2 Problema de restauração de imagem

Considere a imagem satellite, que contém 256 ⇥ 256 pixels, do pacote Restore Tools [15], à
qual adicionamos blur e rúıdo. O problema resultante possui matriz de ordem 2562

⇥ 2562, de
modo que são 65536 variáveis para serem determinadas.

Original image Blurred and noisy image RRGMRES

SART CGLS SM−Trid

Figura 2: Melhores erros relativos para imagem satellite, NL = 0.1%.

Na Figura 2 apresentamos tanto a imagem original (solução exata) e a imagem com blur e
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rúıdo b̃, bem como também os melhores resultados para os métodos utilizados (note a inclusão
de RRGMRES nestes testes). Perceba que, visualmente, as imagens recuperadas são virtual-
mente as mesmas, a despeito do erro relativo inferior apresentado por CGLS (veja Tabela 2).
Em questão de tempo operacional, no entanto, SM-Trid apresenta vantagem mais clara (neste
quesito), ao menos para este problema, se tornando uma alternativa atrativa para problemas de
maior porte.

RRGMRES CGLS SM-Trid SART
Erro (relativo) 0.2636 0.2618 0.2727 0.2899

Tempo (s) 0.5969 0.9682 0.0571 0.1317

Tabela 2: Resultados para o problema de restauração de imagem.

5 Conclusão

Propomos um novo método iterativo para resolver problemas discretos mal-postos baseado
em iterações matriciais geradas pelo método de Schultz. Como resultado, provamos que as
iterações são quadraticamente convergentes e, com o comportamento de semi-convergência sur-
gindo quando os dados de entrada são corrompidos por rúıdo, aplicamos regularização através
de truncamento das iterações. Disto, exibimos uma análise de erro para quantificar a qualidade
das soluções computadas e derivamos uma estimativa de erro para o caso em que o parâmetro
de truncamento é gerado pelo prinćıpio da discrepância.

Em adição, ao aliarmos o método proposto com estratégias de projeção em subespaços, con-
seguimos alternativas aplicáveis em problemas de grande porte, equiparando (e eventualmente
melhorando) os resultados gerados por algoritmos presentes na literatura. Neste âmbito, novos
focos de estudo podem envolver formas de escolher subespaços de interesse à projeção e também
a aplicação das mesmas ideias com outros métodos já existentes na literatura. Os exemplos nu-
méricos exibidos mostram que o método de Schultz funciona bem quando acoplado com critérios
de parada apropriados, indicando que o método é atrativo para problemas discretos mal postos
envolvendo dados com rúıdo em ńıveis reaĺısticos.

Propostas de trabalhos futuros envolvem: estender os resultados teóricos obtidos para ou-
tras versões de métodos iterativos de ordem mais alta; melhorar a estimativa de erro para DP
considerando condições de fonte do tipo Hölder e logaŕıtmicas; e analisar técnicas para inclusão
de informações a priori no processo do método proposto, que tendem a introduzir dados acerca
da suavidade e/ou comportamento da solução exata, podendo gerar melhorias significativas nas
soluções aproximadas.
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Resumo: A previsibilidade das inundações tem sido um desafio recorrente nas últimas décadas
nas grandes cidades e principalmente em São Paulo, e diversas outras cidades do Brasil. Nas
estações de primavera e verão algumas determinadas regiões do Brasil sofrem com constantes
alagamentos, enchentes e inundações. Tais fenômenos ocorrem principalmente devido ao au-
mento das precipitações intensas e falta de investimento dos órgãos responsáveis em prevenção.
Este trabalho buscou analisar as previsões do volume máximo de precipitações do bairro Jar-
dim de São Paulo, as análises dos dados foram realizados utilizando os métodos estat́ısticos não
paramétricos de séries temporais não estacionárias reescalonadas para a observação de sazona-
lidade. Com objetivo de localizar uma posśıvel linearidade das médias móveis auto-regressivas
no peŕıodo sazonal. Tendo como modelo de apresentação estrutural a simulação dos dados em
sistemas complexos de previsibilidade e instabilidade, o qual terá como base, dados históricos
mensais dos volumes das precipitações dos meses de novembro, dezembro e janeiro coletados
pela estação 83781 no Mirante de Santana. Por meio de métodos estat́ısticos, bem como ana-
lises residuais, que garantiram uma defasagem adequada para conferir. Este trabalho buscou
testar e validar as hipóteses sugeridas sobre o volume máximo das precipitações, considerando
as séries históricas dos últimos 58 anos de São Paulo. Quanto as reincidências periódicas não
anuais dos altos volumes de precipitações, e avaliar se tal volume esta em crescimento.

Palavras-chave: Autocorrelação, Clima, Estudo tendência, Previsibilidade pluviométricas, Pre-
cipitações.

1 Introdução

Por meio da análise de sazonalidade relacionada ao volume das precipitações vem sendo ampla-
mente discutido, entre estes assuntos existe corrente discussão quanto ao comportamento ćıclico
de peŕıodos de grande volume de precipitação e além disso apresenta um crescimento linear, que
pode ser evidenciadas de forma eficaz, por meio testes não paramétricos como Dickey-Fuller e
Phillips-Perron [4],[17], [5].

O dimensionamento e comportamento fractal de campos geof́ısicos, são usados para modelar
diversos fenômenos naturais, tais como o volume da precipitação, temperatura, ńıveis do mar,
ventos, entre outros. Este dimensionamento nos permite o uso de técnicas matemáticas que
descrevem o modelo em ajustes de transformadas Fourier (TF), que permite o ajuste da série, em
busca de peŕıodos com maior incidência de precipitações no domı́nio do tempo. Esta ferramente
permite uma verificação mais eficiente quanto a sua previsibilidade e ciclicidade. [11].

As séries temporais com comportamento não estacionário, como é o caso da série objeto desta
pesquisa, apos submetidas a ajustes adequados, tais como TF. Que nos permite a elaboração e
verificação de modelo matemático capaz de ajusta de forma concisa os dados da série temporal,
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observando a possibilidade pontual de uma analise de tendencia da série. dentre estes, o modelo
Holt-Winter, representa um algoritmo eficaz que garante as caracteŕısticas da series quanto a
sazonalidade, estacionariedade e principalmente a normalidade. [10]

Outra analise que garante a observação de resultados é quanto aos reśıduos, estes podem ser
observados assim como a serie principal por meio do uso de modelos de médias móveis (SMA),
autocorrelação, autocovariância entre outros, que permite o estudo do ruido da série, que garante
diversas informações sobre a série, ajuste de modelos entre outros. [2] [3].

Deste modo o tratamento anaĺıtico da série temporal, apos ajustes, reescalonamento e trans-
formações adequadas, podem ser submetidos a uma analise de tendencia cuidadosa e seletiva que
por ser realizada com o auxilio do modelo auto-regressivo integrado de médias móveis (ARIMA).
Este modelo comumente usado na econometria, permite a analise de tendência em séries tempo-
rais, baseando-se em alguns parâmetros, como o ńıvel de defasagem da autocorrelação da série,
as medias anteriores e posteriores e a diferença. Com estas caracteŕısticas o modelo torna-se
uma ferramenta muito interessante para observação a longo prazo da série além de auxiliar no
calculo das previsões do modelo ajustado [18].

Utilizando a interação entre estes métodos, observando os ajustes, os reśıduos e as trans-
formações, este estudo busca evidencias do crescimento do volume de precipitação na cidade de
São Paulo, focado na média, desvio padrão e variância das flutuações em séries históricas.

Este trabalho foi realizado utilizando o refinamento dos dados de volume das precipitações, de
forma estat́ısticas obtidos por meio das análises de longas séries de dados coletados mensalmente,
dos registros históricos da precipitação do Instituto Nacional de Meteorologia (INMET), colhidos
durante 58 anos na estação 83781 [9].

2 Metodologia

Foi utilizado longas séries históricas dos volumes de precipitação mensais em São Paulo, coletados
na estação 83781 no Mirante de Santana no Bairro Jardim, a estação é a principal estação do
estado. Ela composta de vários sensores isolados que registram continuamente os parâmetros
meteorológicos como a pressão atmosférica, temperatura, umidade relativa do ar, precipitação,
radiação solar, direção e velocidade do vento, etc. Tais dados são anotados por um observador
a determinado intervalo e enviado ao um centro coletor por um meio de comunicação.

Os dados foram submetidos inicialmente ao teste de normalidade e estacionaridade, a sazo-
nalidade dos dados foi observada pela autocorrelação. Apos esta analise a série foi submetida a
TF, para uma analise espectral dos dados, a partir deste resultados foram extráıdos os peŕıodos
de maior incidência de chuva que corresponde ao meses de novembro, dezembro e janeiro dos
últimos 58 anos.

A utilização do método aditivo de HoltWinters garante uma suavização exponencial a série.
com a equação de previsão e três equações de suavização - uma para o ńıvel , uma para a
tendência e uma para o componente sazonal, com o correspondente parâmetros de suavização.
Dado pelo modelo apresentado na equação 1.

st = �(1 � ↵)(yt � �(t�1) � b(t�1)) + [1 � �(1 � ↵)]s(t�m). (1)

Se 0  �  1,
Já para a utilização do ARIMA temos t, que representa um ı́ndice pertencentes aos números

reais, o qual o modelo pode ser descrito pela equação 2, a seguir. ë importante salientar que o
processo ARIMA dado por (p, d, q).
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Neste trabalho utilizamos os dados mensais para todo o ano, quanto os dados do meses de
novembro, dezembro e Janeiro. em busca de comportamento crescente linear ao não para o
volume máximo de precipitação, para isto utilizamos os resultados do ARIMA para analisar a
tendencia de forma associada aos dados de HoltWinters, por meio de uma analise logaŕıtmica.

3 Resultados Obtidos

A partir dos métodos realizados e gráficos desenvolvidos, pode-se afirmar a não estacionáriedade
da série, bem como sua não normalização. A decomposição da série e a flutuação da SMA
pode indicar a incidência crescente no volume das precipitações dos meses novembro, dezembro
e janeiro. Em conjunto com autocorrelação foi posśıvel observar a persistência dos altos volumes
das precipitações após peŕıodos extensos de baixo volume de precipitação em São Paulo. Em
sequência o ajuste exponencial aditivo demonstrado pela equação (1) foi posśıvel modelar a série
que foi submetida a um melhoramentos considerando a defasagem de 5 anos.

A necessidade e possibilidade de melhoramento do modelo foi posśıvel por meio da autocor-
relação residual, que apontou persistência em 5 anos. Uma vez ajustado o modelo a série foi
submetida a uma transformada de Fouries para garantir sua estacionariedade e normalidade,
deste modo foi posśıvel utilizamos para calculo ARIMA as informações obtidas pelo modelo
HoltWintrs modificado, Deste modo o modelo ARIMA utilizado (9,0,0) (1,0,1) pode nos ga-
rantir por meio dos parâmetros tanto a defasagem da série, quanto a defasagem residual. Um
crescimento dentro das médias esperadas de previsão considerando o estimativa calculado pelo
modelo ARIMA, em que foi detectado um coeficiente p= 0.687564. Isto garante O que indica
que essa persistência é sazonal, ou seja, obedecem uma periodicidade de aproximadamente 6-8
anos entre peŕıodos de alto volume e baixo volume de precipitações.

Este aumento pode ser identificado de modo temporal para as precipitações de alto volume
ocorridas em São Paulo por meio de análise de tendências que o considerando os dados históricos
coletados.

Na Figura 1, observa-se a decomposição de série temporal, é posśıvel verificar que os volumes
mı́nimos e máximos nos meses de novembro, dezembro e janeiro de 1961 a 2018.

Figura 1: Decomposição da série

Após as análises dos dados e os ajustes podemos descrever um modelo que se aproxima muito
bem a série original, como é posśıvel verificar na Figura 2. No gráfico em questão a linha preta
indica a série original e em vermelho o modelo proposto para ajuste da série utilizando o método
Holt Winter observado a equação (1).
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Figura 2: Ajuste da série do volume de precipitação

Este ajuste contou com o coeficiente de autorregressivo, para inferir ao modelo resultado
melhor. Para o desenvolvimento do coeficiente em questão, utilizamos a autocorrelação dos dados
originais com 20 defasagens distintas, onde cada reśıduo de uma autocorrelação foi armazenado
e posteriormente correlacionados, em seguida foi realizado o cálculo do atraso da série, como é
posśıvel observar na figura 3 abaixo.

Figura 3: Correlação residual

Após esta verificação foi aplicado a análise de tendências utilizando os dados obtidos pelo
modelo ARIMA, que se encontra abaixo na Figura 4. Na mesma é posśıvel observar uma forte
tendência ascendente (trecho em azul) para altos volumes de precipitações da Cidade de São
Paulo no peŕıodo de 2020 a 2030.

Figura 4: Analise de Tendência
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Tal informação auxilia na validação do modelo, que se encontra bem ajustado para os dados
utilizados e o mesmo teve uma validação excelente com uma alta margem superior a 95%, para
o peŕıodo de 11 anos contando entre 2019 a 2030.

4 Conclusão

A partir dos resultados obtidos e das discussões realizadas, foi posśıvel identificar uma ocorrência
de sazonalidade no volume das precipitações ocorridas nos meses de novembro, dezembro e
janeiro dos últimos 57 anos (1961-2018). Esta sazonalidade obteve uma avaliação de 95% no
grau de confiança, no qual foi observado um peŕıodo médio de 7,2 anos, entre os volumes máximos
de precipitações em São Paulo de acordo com as medições da Estação 83587 Mirante de Santana.
Através das análises de tendências obtidas, foi posśıvel realizar previsões dos volumes máximos
das precipitações.

Graças as elevadas confiabilidade obtidas por meio das análises de tendências das futuras
precipitações que podem vir a auxiliar em diversas áreas engenharias e recursos h́ıdricos e outras.
Tais métricas são de elevada importância para os órgãos e governos para auxiliar e prever os
futuros investimentos em infraestrutura e saneamento objetivando uma minimização dos danos
causados pelas enchentes e nas melhorias sociais ambientais que ocorrem na cidade de São Paulo.
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cionários. Recife-PE: 2007, 2007.

[12] SAYAMA, Hiroki. Introduction to the modeling and analysis of complex systems. Open
SUNY Textbooks, 2015.

[13] SPROTT, J.C. Chaos and Time-Series Analysis, Oxford University Press: Oxford, 2003.

[14] TAN, X.; GAN, T. Y. Multifractality of Canadian precipitation and streamflow. Internati-
onal Journal of Climatology, v. 37, p. 1221–1236, 2017.

[15] THOM, H. C. S. Some methods of climatological analysis. Genève : World Meteorological
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Resumo: O ritmo circadiano regula diversas funções importantes do corpo humano. Já é bem
conhecido da literatura que alterações na sua ritmicidade pode desencadear transtornos indeseja-
dos. Portanto, compreender como se comporta o ritmo circadiano e como fatores externos afetam
na sua sincronização ou dessincronização podem gerar procedimentos médicos futuros mais efici-
entes. Neste trabalho, estudaremos condições suficientes para a sincronização e dessincronização
do ritmo circadiano, sendo modelado com os ciclos da temperatura corporal, atividade-repouso e
da dor, como um fator externo. A principal novidade consiste na solução anaĺıtica dos casos de
sincronizado total e parcial dos ciclos, cujas forças de acoplamento do modelo são distintas. Por
fim, apresentaremos alguns resultados numéricos que descrevem caracteŕısticas de sincronização
e dessincronização para o modelo proposto.

Palavras-chave: Ritmo Circadiano, Osciladores não-lineares, Sincronização, Modelagem

1 Introdução

É fascinante como um mecanismo simples pode controlar muitas funções vitais de um orga-
nismo vivo - o relógio biológico interno. De fato, nosso relógio biológico interno é o responsável
por adaptar precisamente nossa fisiologia, independente das fases de movimento drástico do dia,
regulando funções importantes como o comportamento, o metabolismo, os ńıveis hormonais, o
sono e a temperatura corporal [2].

A funcionalidade do relógio biológico interno e como este pode acarretar na sincronização ou
dessincronização do ritmo circadiano, gerando, eventualmente, certos distúrbios, vem gradativa-
mente sendo estudado por pesquisadores de diversas áreas, as quais englobam desde bio-medicina
- na qual a importância do estudo associado ao ritmo circadiano pode ser comprovada, haja vista
que os agraciados com o Prêmio Nobel em Fisiologia ou Medicina 2017 estudaram e descobriram
mecanismos moleculares que controlam o ritmo circadiano - até a modelagem matemática, para
o qual busca-se por modelos que descrevem o comportamento do ritmo circadiano ou que tentem
descrever caracteŕısticas de interesse deste, e.g., [1, 2, 6]. Dentre estes, temos a modelagem do
ritmo circadiano por simulação multiagente, que é também uma de nossas linhas de pesquisas [3].

De vital importância nos estudos associados ao ritmo circadiano é o entendimento de como
fatores externos influenciam na sincronização ou dessincronização do mesmo. Uma vez que, como
comentado anteriormente, a dessincronização do ritmo circadiano pode desencadear alterações
indesejadas de diversas funções vitais do corpo humano. Um apanhado mais geral sobre ritmo
circadiano pode ser visto em [1,2] e referências.
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Sendo assim, nossa hipótese cient́ıfica se divide em dois pontos: o ritmo circadiano pode
ser modelado utilizando sistemas acoplados de três osciladores não lineares, em que a dor é
considerado como um fator externo que está relacionada com a dessincronização deste ritmo; e
pacientes com ritmo circadiano sincronizado se recuperam mais rápido em relação a pacientes
com o ritmo circadiano dessincronizado.

Portanto o objetivo deste trabalho consiste em modelar aspectos de sincronização e dessin-
cronização do ritmo circadiano, tendo a dor como um agente externo. Para tal, assumiremos
que ritmo circadiano é definido pelos ciclos da temperatura corporal, atividade-repouso e dor,
acoplados por osciladores não lineares de fase, cujas frequências intŕınsecas, forças de acopla-
mento e condições iniciais são consideradas na modelagem, resultando em um modelo similar ao
proposto por Kuramoto [1, 4] e Strogatz [6].

As principais novidades deste trabalho são:

• Propusemos um modelo para o ritmo circadiano definido pelos ciclos da temperatura cor-
poral, atividade-repouso sob a influência externa da dor, o qual pode ser visto como uma
generalização do modelo de Strogatz [6]. Veja a Seção 2.

• Provamos que o modelo é bem posto no sentido de Hadamard. Veja o Teorema 2.1.

• Apresentamos propriedades de sincronização e dessincronização, parcial e total, para o
modelo proposto. Em particular, nos caso de sincronização total e parcial, apresentamos
a solução anaĺıtica do problema estudado, generalizando assim, os resultados de [6]. Veja
as Subseções 2.1 e 2.2.

• Os resultados obtidos permitem entender como a dor pode influenciar na sincronização do
ritmo circadiano.

2 Modelo PIM

Os modelos que utilizamos como embasamento na modelagem do ritmo circadiano são os
modelos de Kuramoto [4] e Strogatz [6]. Strogatz considera dois osciladores não lineares fra-
camente acoplados, sendo eles os ciclos da temperatura corporal e sono-viǵılia, para modelar o
ritmo circadiano. Kuramoto propõe um modelo geral, cujo número de osciladores acoplados é
N . Os casos estudados do modelo de Kuramoto geralmente consideram alto o número de oscila-
dores fracamente acoplados, ou seja, N tende ao infinito. Além disso, no modelo de Kuramoto
as forças de acoplamento entre os osciladores são consideradas iguais. Uma revisão completa
sobre o assunto pode ser encontrada em [1,4, 6] e referências.

Nossa proposta de modelagem, intitulada modelo PIM, consiste no acoplamento de três
osciladores não lineares fracamente acoplados, cujas forças de acoplamento são consideradas
distintas. O primeiro oscilador conduz o ciclo da temperatura corporal, o segundo o ciclo da
atividade-repouso e o terceiro, que será considerado como o oscilador que influência de forma
externa, será definido como oscilador da dor. A figura 1 traz a topologia de acoplamento.

Podemos observar na figura 1 os osciladores ✓1(t) e ✓2(t) acoplados - estes equivalem ao
modelo de Strogatz. O terceiro oscilador, ✓3(t), acoplado aos outros dois, conduz o ciclos da dor.
Na figura 1, podemos ver ainda, que as forças de acoplamento das ligações entre os osciladores
não são necessariamente iguais.

Optamos por utilizar tal proposta de modelagem, visto que a dinâmica de fase de osciladores
acoplados é um caso limitativo de esquemas dinâmicos gerais e plauśıveis [6], muito semelhante
ao relógio biológico interno que regula o ritmo circadiano.

As equações dinâmica do modelo PIM são

✓̇1(t) = !1 + B1 sin(2⇡(✓2(t) � ✓1(t))) + C1 sin(2⇡(✓3(t) � ✓1(t))) (1)

✓̇2(t) = !2 + A1 sin(2⇡(✓1(t) � ✓2(t))) + C2 sin(2⇡(✓3(t) � ✓2(t))) (2)

✓̇3(t) = !3 + A2 sin(2⇡(✓1(t) � ✓3(t))) + B2 sin(2⇡(✓2(t) � ✓3(t))), (3)
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Figura 1: Modelo PIM

onde !i = 1
⌧i

são as frequências intŕınsecas, com ⌧i representando o peŕıodo em horas do ciclo
i, i = 1, 2, 3; A1, A2, B1, B2, C1 e C2 são as forças de acoplamento constantes definidas no
intervalo [�1, 1]; ✓1(t = 0) = 0, ✓2(t = 0) = 0, ✓3(t = 0) = 0 são as condições iniciais.

Para o problema formulado acima, podemos provar o seguinte resultado:

Teorema 2.1. Para o modelo PIM, com condições inicias homogêneas dadas acima, podemos
garantir que existe uma única solução (✓1, ✓2, ✓3)T

2 C1([0, 1[, R3), que depende continuamente
dos parâmetros e dos dados iniciais.

Demonstração: Como | sin X|  |X|, segue que o lado direito de (1)-(3) é cont́ınuo com relação
a t 2 [0, T ] e Lipschitz cont́ınuo com relação a (✓1, ✓2, ✓3)T . Isso implica ainda que a solução (se
existir), cresce no máximo linearmente. Assim, segue da teoria clássica de EDO’s (e.g., [5]) que
a afirmativa do teorema é verdadeira. 2

Nas próximas subseções apresentaremos os resultados mais importantes desta contribuição.

2.1 Sincronização Total

Dizer que o ritmo circadiano está sincronizado significa dizer que os ciclos biológicos possuem
uma relação entre si e com o dia. Considerando os osciladores dois a dois, suas forças de
acoplamento e frequências intŕınsecas, segundo Winfree [7], temos que se o módulo da soma das
forças de acoplamento for maior que o módulo da diferença das frequências intŕınsecas, então
a relação entre tais osciladores é sincronizada, caso contrário, é dessincronizada. Ou ainda,
olhando para fase dos osciladores, temos que se dois osciladores estão sincronizados, então a
diferença de fase entre estes é nula ou constante.

Desta forma, para que ocorra a sincronização total é necessário que os osciladores dois a
dois satisfaçam a definição de sincronização (e assim ✓1(t) = ✓2(t) = ✓3(t)), logo as equações
dinâmicas do modelo PIM podem ser escritas como

✓̇1(t) = ✓̇2(t) = ✓̇3(t) = !,
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onde ! é a frequência intŕınseca dos osciladores - igual para todos.
Assim, segue diretamente do Teorema Fundamental do Cálculo que, para o caso totalmente

sincronizado, a solução anaĺıtica do sistema (1)-(3) é dada por

✓1(t) = !t (4)

✓2(t) = !t � !2f2 + F2 (5)

✓3(t) = !t � !3f3 + F3. (6)

2.2 Sincronização Parcial

Nesta subseção, analisaremos a condição que é mais interessante do ponto de vista da
aplicação que temos em mente, ou seja, o caso em que ✓1(t) e ✓2(t) estão sincronizados (e
assim ✓1(t) = ✓2(t) pela definição de sincronização), e estes são influenciados de forma externa
pelo oscilador correspondente a dor, ✓3(t), o qual está dessincronizado com os demais.

Proposição 2.2. Assuma que os osciladores ✓1(t) e ✓2(t) estejam sincronizados. Então, existe
uma solução anaĺıtica para o modelo PIM (1)-(3), dada por

✓1(t) =

✓
!1C2 � !2C1

C2 � C1

◆
t (7)

✓2(t) = ✓1(t) �

✓
!1C2 � !2C1

C2 � C1

◆
f2 + F2 (8)

✓3(t) =

✓
(!1 � !2)(�A2 � B2)

C2 � C1
+ !3

◆
t �

✓
(!1 � !2)(�A2 � B2)

C2 � C1
+ !3

◆
f3 + F3, (9)

Demonstração: Da hipótese temos que ✓1(t) � ✓2(t) = 0. Assim, as equações dinâmicas do
modelo PIM (1)-(3) podem ser reescritas como

✓̇1(t) = !1 + C1 sin(2⇡(✓3(t) � ✓1(t))) (10)

✓̇2(t) = !2 + C2 sin(2⇡(✓3(t) � ✓2(t))) (11)

✓̇3(t) = !3 + A2 sin(2⇡(✓1(t) � ✓3(t))) + B2 sin(2⇡(✓2(t) � ✓3(t))). (12)

Defina a diferença de fase

 1(t) = ✓1(t) � ✓3(t) = ✓2(t) � ✓3(t), (13)

obtemos

 ̇1(t) = ✓̇1(t) � ✓̇3(t) = ✓̇2(t) � ✓̇3(t). (14)

Da substituição de (13) e (14) em (10)-(12), obtemos que  ̇1(t) = 0 satisfaz

!1 + C1 sin(2⇡ 1(t)) = !2 + C2 sin(2⇡ 1(t))

=)  1(t) = �
1

2⇡
arcsin

!1 � !2

C2 � C1
. (15)

Substituindo a equação (15) nas equações (10)-(12) obtemos

✓̇1(t) = ✓̇2(t) =
!1C2 � !2C1

C2 � C1
(16)

✓̇3(t) =
(!1 � !2)(�A2 � B2)

C2 � C1
+ !3. (17)

Agora o resultado segue do Teorema Fundamental do Cálculo e a utilização das condições de
iniciais. 2

Anais do I Encontro Regional de Matemática Aplicada e Computacional do Vale do Itajaí(ERMAC-2019), Blumenau-SC

Página 250
ISBN: 978-65-80460-31-1



Seque de (15) que os valores definidos aos parâmetros para o caso parcialmente sincronizado
deve satisfazer as restrições

|!1 � !2| < |A1 + B1|

|!1 � !3| > |A2 + C1| (18)

|!2 � !3| > |B2 + C2|,

caso contrário, se as relações ente as magnitudes do acoplamento e das frequências intŕınsecas
do oscilador da dor (✓3) com relação aos dos osciladores da atividade-repouso e temperatura,
farão com que o sistema todo passe a ser dessincronizado, como pode ser visto na Figura 3.

2.3 Dessincronização Total

Dada a não-linearidade do modelo PIM (1)-(3), a única maneira de obtermos uma solução
anaĺıtica seria em circunstâncias especiais, nos quais consideramos mais de uma força de aco-
plamento nula, de maneira similar ao feito por Strogatz em [6]. Como isso é um caso muito
particular da dessincronização total, optamos por apresentar os resultados de forma numérica
somente, cuja existência, unicidade e dependência cont́ınua dos dados iniciais é garantida pelo
Teorema 2.1.

3 Resultados Numéricos

Gostaŕıamos de enfatizar mais uma vez que as simulações numéricas que apresentaremos
abaixo, para o modelo PIM, descrevem o comportamento de sincronização e dessincronização
do ritmo circadiano e não o ritmo circadiano em si.

Além disso, as simulações para as soluções problemas totalmente dessincronizado (o qual não
conhecemos uma solução anaĺıtica) foram feitas utilizando a rotina ODE45 do Matlab.

A tabela 1 trás os valores estimados aos parâmetros que foram usados nas simulação numéricas
das situações de sincronização e dessincronização abordados na Seção 2. Tais valores são esco-
lhidos de forma a satisfazerem as restrições de sincronização e dessincronização de Winfree [7]
e não são fruto de um processo de calibração a partir de dados reais. A calibragem dos dados
será fruto de trabalhos futuros. Os valores das condições iniciais foram fixados como f2 = 1

3 ,
F2 = 6, f3 = 1

8 e F3 = 2 para todos os casos.

Parâmetro Sinc. Total Sinc. Parcial Dessinc. Total
⌧1 23, 5 25, 5 22
⌧2 23, 5 29 31, 4
⌧3 23, 5 15 25, 8
A1 - 0, 54 0, 0911
B1 - �0, 071 �0, 084
A2 - �0, 0131 �0, 0072
C1 - 0, 0005 0, 0034
B2 - �0, 0098 �0, 0026
C2 - 0, 0015 0, 00019

Tabela 1: Parâmetros utilizados nas simulações, para a sincronização total, parcial e dessincronização.

Note que, de (4)-(6), as solução (✓1(t), ✓2(t), ✓3(t))T independe das forças de acoplamento.
Por isso, tais valores das constantes de acoplamento não aparecem na primeira coluna da ta-
bela 1. Fica evidente ainda por (4)-(6) que a solução são retas paralelas. Assim, preferimos não
apresentar os resultados numéricos para tal caso.
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Para a simulação do caso sincronizado parcial utilizamos os valores dos parâmetros da se-
gunda coluna da tabela 1. É importante notar que tais parâmetros satisfazem a restrição de
sincronização parcial (18), e a solução anaĺıtica (7)-(9), dispońıvel na seção 2.2. A figura 2
mostra como se comportam as soluções (✓1(t), ✓2(t), ✓3(t))T .

Figura 2: Solução do Modelo PIM com Sincronização Parcial

Podemos observar pela figura 2 que de fato os osciladores ✓1(t) e ✓2(t) estão sincronizados,
uma vez que a diferença de fase entre tais osciladores é constante para qualquer t 2 [0, 300].
Entretanto, a diferença de fase entre o oscilador ✓3(t) e o oscilador ✓1(t) (ou ✓2(t)) não é nula nem
mesmo constante para t 2 [0, 300], descrevendo, portanto, a dessincronização entre o oscilador
✓3(t) e os demais. Nesta situação os ciclos da temperatura corporal e da atividade-repouso estão
sincronizados entre si, mas estão dessincronizados com o ciclo da dor, gerando assim um ritmo
circadiano parcialmente sincronizado. Uma interpretação que segue deste caso é a seguinte:
se os osciladores ✓1(t) e ✓2(t) estão fortemente acoplados em relação a ✓3(t), então embora a
influência externa ✓3(t) aumente significativamente, esta não afetará a sincronização entre ✓1(t)
e ✓2(t).

Por outro lado, para os valores dos parâmetros que estão dispostos na terceira coluna da ta-
bela 1 temos a dessincronização total. A solução (✓1(t), ✓2(t), ✓3(t))T para este caso é apresentada
na figura 3.

Figura 3: Solução do Modelo PIM com Dessincronização Total

Podemos observar no gráfico da figura 3 que a diferença de fase entre os osciladores (para
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t 2 [0, 300]), considerando-os dois a dois, não é constante nem nula, ou seja, o ritmo circadiano
sob tais condições está totalmente dessincronizado. Em outras palavras, podemos interpretar tal
resultado como: se os os ciclos da temperatura corporal e atividade-repouso não estão fortemente
acoplados, a influência externa da dor age no sistema de forma a dessincronizar o ritmo.

4 Conclusões

Nesta contribuição propomos uma modelagem simplificada para descrever efeitos de sin-
cronização para o ritmo circadiano. Utilizando como base os ciclos da temperatura corporal,
atividade-repouso e a dor como uma influência externa, sob a hipótese de serem osciladores
ćıclicos não-linearmente acoplados. Denominamos tal modelo de Pain Influenced Model (PIM).

Provamos a boa colocação do modelo PIM. Além disso, dada a escolha da topologia de
acoplamento, obtivemos resultados de sincronização e dessincronização (total e parcial) para
o modelo PIM. Utilizamos para tal a relação entre as forças de acoplamento e as frequências
intŕınsecas, as quais podem ser vistos como uma extensão dos resultados de Strogatz em [6]. Para
os casos de sincronizado total e sincronizado parcial, obtivemos soluções anaĺıticas para o modelo
PIM. Para o caso totalmente dessincronizado, resolvemos o PVI correspondente ao modelo PIM
utilizando uma estratégia numérica, a qual mostrou satisfazer os resultados previstos pelas
restrições entre as forças de acoplamento e as frequências intŕınsecas.

Dos resultados acima podemos deduzir que, se ✓1(t) e ✓2(t) estão fortemente (fracamente)
sincronizados, uma influência externa ✓3(t) que está fracamente (fortemente) sincronizados não
influência (influência) na sincronização dos osciladores ✓1(t) e ✓2(t).
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Resumo: O presente trabalho tem por objetivo resolver as equações da cinética pontual de 
nêutrons considerando 6 grupos de precursores de nêutrons atrasados e um termo fonte. 
Considerar termos fontes nas equações da cinética é algo tratado nos reatores do tipo 
Accelerator Driven Systen (ADS), na qual são sistemas acionados por fontes em estado 
subcrítico mantidas em estado estacionário por uma fonte externa de nêutrons. Para resolver 
esse problema utiliza-se o método de Fator de Integração Implícito (FII), que consiste em 
multiplicar a equação por um fator de integração, tratando a parte não homogênea de forma 
implícita, construindo um esquema que se baseia em aproximar a exponencial da matriz e o 
termo fonte através de uma interpolação polinomial por Lagrange. Verifica-se a metodologia 
realizando dois casos testes, um com fonte externa igual a zero, na qual os resultados são 
comparados com outros dois métodos presentes na literatura, e outro com fonte externa 
constante, na qual o modelo é testado para verificar sua aplicabilidade física.   
 
Palavras-chave: Reator ADS, modelo da cinética pontual de nêutrons, método de Fator de 
Integração Implícito. 
 
Introdução 
 
 A energia nuclear tem um espaço importante na matriz energética mundial devido à 
crescente demanda de energia e as inúmeras vantagens proporcionadas. Dentre as mais 
relevantes, vale destacar a sua aplicação na área da medicina e indústria com a produção de 
radioisótopos por reatores de pesquisa. Além disso, os reatores nucleares de potência, que geram 
energia elétrica, utilizam pouco material para produzir grandes quantidades de energia e 
atendem aos objetivos do Protocolo de Kyoto e, mais recentemente, o Acordo de Paris [8], por 
não emitir dióxido de carbono (CO2), provocando pouco ou quase nenhum impacto sobre a 
biosfera. Entretanto, a sustentabilidade ainda é o maior desafio no desenvolvimento de 
tecnologias nucleares inovadoras como opção para longo prazo.  
 Além disso, para suprir o aumento do consumo de energia elétrica, evitando impactos 
ambientais causados pelo emprego de combustíveis fósseis, é de suma importância promover 
estudos no campo da física de reatores nucleares. Uma das questões imprescindíveis é dispor de 
segurança e controle dos reatores. Para tanto, necessita-se compreender todos os parâmetros que 
envolvem as reações no núcleo do reator para então constituir um balanço entre as perdas e 
produções de nêutrons.  
 Dentro da teoria de difusão de nêutrons, as equações que governam a dinâmica temporal 
e espaço-temporal da população de nêutrons são as chamadas equações da cinética.  As 
equações da cinética da teoria da difusão dividem-se em: equações da cinética pontual e 
equações da cinética espacial.  
 Neste trabalho dá-se ênfase ao modelo da cinética pontual, mais especificamente as 
variações do fluxo de nêutrons devido a escalas pequenas de tempo, ou seja, o afastamento da 
criticalidade devido a mudanças nos parâmetros nucleares para tempos pequenos.  
 As equações da cinética pontual estão interessadas exclusivamente na variação da 
amplitude do fluxo com o tempo, ou seja, assumem total separabilidade no tempo e no espaço, 
na qual a forma espacial do fluxo é conhecida o que torna essas equações exclusivamente 
dependentes do tempo. Esse modelo é válido para núcleos pequenos, onde a distribuição 

Anais do I Encontro Regional de Matemática Aplicada e Computacional do Vale do Itajaí(ERMAC-2019), Blumenau-SC

Página 255
ISBN: 978-65-80460-31-1



espacial não é sensível às mudanças locais nas propriedades do reator. O modelo da cinética 
pontual ainda tem um papel relevante em física de reatores na medida em que pode ser 
utilizado, quando devidamente resolvido, para uma previsão de tempo quase real da potência do 
reator, o que permite um controle em tempo útil e de intervenção na planta, a fim de evitar a 
ocorrência de acidentes graves [6]. 
 A rigidez é uma grande dificuldade em resolver numericamente as equações da cinética 
devido à grande diferença em magnitude entre os tempos de vida média dos nêutrons prontos e 
atrasados, o que resulta na exigência de incrementos muito pequenos no intervalo de tempo na 
resolução por métodos numéricos. Tem havido um grande esforço na investigação sobre a 
eliminação do problema da rigidez e formas alternativas para resolver as equações da cinética 
pontual.  
 Com o passar do tempo, novos modelos, métodos e parâmetros nucleares tem sido 
propostos para estimar a população de nêutrons dentro do núcleo de um reator nuclear de 
potência, por isso deve-se sempre realizar testes para verificar, tanto a capacidade do modelo, 
quanto ao do método a ser empregado de prever situações específicas, definindo limites de 
validade (qualificação do modelo e método). Esses testes são realizados utilizando-se problemas 
de referência (padrões) em física de reatores chamados de problemas benchmark e mais 
recentemente uma atenção especial tem sido dado ao Accelerator Driven System (ADS) [1], [3], 
[2].  
 Neste sentido, neste trabalho resolvem-se as equações da cinética pontual de nêutrons 
considerando 6 grupos de precursores de nêutrons atrasados considerando um termo fonte. 
Utiliza-se o método de Fator de Integração Implícito (FII), recentemente utilizado com sucesso 
no modelo geral de reação difusão [5]. A ideia é multiplicar a equação da cinética pontual de 
nêutrons por um fator de integração tratando a parte não homogênea de forma implícita, 
construindo um esquema que se baseia em aproximar a exponencial da matriz e o termo fonte 
através de uma interpolação polinomial por Lagrange.  
 Cabe ressaltar que, considerar termos fontes nas equações da cinética é algo 
relativamente novo, tratado nos reatores chamados ADS, na qual são sistemas acionados por 
fonte em estado subcrítico mantida em estado estacionário por uma fonte externa de nêutrons. 
Reatores do tipo ADS com núcleos subcríticos ainda é um assunto pouco explorado e precisa ser 
melhor entendido e investigado. Por isso, neste trabalho apresenta-se a metodologia completa 
para tratar as equações da cinética pontual de nêutrons admitindo uma fonte externa de nêutrons 
que possibilitem predizer o comportamento da população de nêutrons com satisfatória precisão 
e confiabilidade.  
 
Metodologia 

 
Partindo das equações da cinética pontual de nêutrons considerando seis grupos de 

nêutrons atrasados com fonte externa tem-se: 
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com as seguintes condições iniciais 
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para i=1:6, na qual, ( )n t  dado em 3[ ]cm�  é a densidade de nêutrons no tempo t, ( )iC t  dado 

em 3[ ]cm�  é a concentração de precursores de nêutrons atrasados para o grupo i de precursores 
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no tempo t, ( )tU é a reatividade no instante t, E é a fração de nêutrons atrasados, iE  são as 

frações de nêutrons atrasados para o grupo i de precursores, iO , dado em 1[ ]s�  são as constantes 
de decaimento para o grupo i de precursores, /  dado em [s] é o tempo médio de geração entre 
o nascimento de nêutron e posterior absorção, e ( ( ))S n t  dado em [ 3cm� ],  é o termo fonte 
podendo representar uma fonte externa de nêutrons. 
 Reescrevendo a equação (1) na forma matricial, tem-se: 
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Para resolver essa equação utiliza-se o Método de Fator de Integração Implícito (FII) 
[5]. Esse método é obtido a partir da multiplicação pelo fator de integração te�A , na equação 
(3). Sem perda de generalidade, vamos considerar ( )tU U , logo a matriz A(t)=A. Assim, tem-
se a seguinte equação:
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Reescrevendo a equação (5) e utilizando a regra do produto, temos: 
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Integrando entre 1 e , n nt t � sendo 1n nt t t�  � ' , em ambos os lados desta equação, vamos 
obter: 
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Fazendo uma mudança de variável, nt tW  � ,em (7), temos: 
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Aplicando os limites de integração em (8), ficamos com: 
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Multiplicando a equação (9) por ( )nt te �'A , temos que: 
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Assim: 
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onde ( )n ny t y 
JG JG

 é utilizado, usualmente, para aproximação de ( )ny t
JG

. Queremos tratar a parte não 
homogênea de forma implícita construindo um esquema que se baseia em aproximar 
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A  através de uma interpolação polinomial que envolve 1nt � , definindo 
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Para construir um esquema de integração de ordem r de erro de truncamento, aproximamos 
( )G W  por um polinômio de Lagrange de ordem (r-1), com pontos de interpolação 

1 2, ,...,n n n rt t t� � � . 
 Na mudança de variáveis trabalhamos com os pontos de interpolação 
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onde ,r iL  são os polinômios de Lagrange, dados por: 
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Considerando em particular r = 3 temos que: 
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Assim, para o esquema de ordem r, temos: 
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ou 
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Portanto, da equação (11), tem-se que: 
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Desta forma, obtemos o esquema do método FII geral como: 
 2
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onde: 
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Assim, utilizando o método de Lagrange de segunda ordem, ou seja, r=3, o que resulta em 
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Note que, para resolver a exponencial da matriz vamos utilizar neste trabalho a 
aproximação pela decomposição espectral da matriz A, uma vez que a matriz A é 
diagonalizável, então existe uma matriz P dos autovetores inversível, tal que: 

 1 ,� A PΛP  (23) 
onde Λ  é uma matriz diagonal dos autovalores da matriz A, P é a matriz associada dos 
autovetores e 1�P  é a matriz inversa dos autovetores da matriz A, respectivamente. Logo, em 
vez de determinar te 'A , avaliamos 1.te �ΛP P  
 
Resultados 
 
 Neste trabalho para fins de verificação da metodologia foram realizados dois casos 
testes. No primeiro foram considerados valores constantes da reatividade para quatro tempos 
distintos. Dois deles subcríticos ( 1  e 0,5 )U E U E �  � , ou seja, neste caso, o número de 
fissões e a população de nêutrons de uma geração é menor que a geração anterior e o número de 
nêutrons diminuem com o passar do tempo; e outros dois casos supercríticos 
(subpronto-crítico: 0,5  e pronto-crítico: 1 )U E U E  , ou seja, neste caso, o número de 
fissões e a população de nêutrons de uma geração é maior que a geração anterior e o número de 
nêutrons aumenta com o passar do tempo. Já para o segundo caso teste foi considerado uma 
reatividade constante ( 0,5 )U E �  e duas fontes externas constantes: uma considerando 

320S cm�  ligada em 20 s e outra 330S cm�  ligada em 40 s. Os resultados foram gerados até 
140 segundos e a densidade de nêutrons é apresentada em forma gráfica.  
 Para ambos casos testes foram utilizados os parâmetros cinéticos estudados em [7]. 
Considera-se a densidade de nêutrons inicial como 3

0 1n cm� . O software utilizado para 
implementação do algoritmo foi o Scilab 6.0.1 juntamente com um computador que possui essas 
configurações: Intel(R) Core(TM) i5-7200U 2.5GHz, 8GB de RAM, Sistema operacional de 64 
bits e processador com base em x64. 
 Para o primeiro caso teste os resultados obtidos pelo método de Fator de Integração 
Implícito (FII), proposto neste trabalho, são comparados com dois métodos: o Método de 
Aproximação Polinomial (PAM) presente em [7] e o Método Backward Euler Finite Diference 
(BEFD) presente em [4]. Os resultados para esse caso teste são apresentados na Tabela 1. 
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Reatividade t (s) FII PAM 
∆t = 0, 0001s BEFD 

ρ = −1 β 

0,1 
1 
10 

100 

0, 5205642866 
 0, 4333334453 
0, 2361106508 
0, 0286676425 

0, 520564066 
0, 433333445 
0, 236110651 
0, 028667642 

0, 5205642866 
0, 4333334453 
0, 2361106508 
0, 0286676424 

ρ = −0,5 β 

0,1 
1 
10 

100 

0, 6989252256 
 0, 6070535656 
0, 3960776907 
0, 0715828544 

0, 698925094 
0, 607053566 
0, 396077691 
0, 396077691 

0, 6989252256 
0, 6070535656 
0, 3960776907 

   0, 07158285444 

ρ =  0,5 β 

0,1 
1 
10 

100 

1, 5331126460 
1, 5331126460 
14, 215025242 

               80061435,62 

1, 533112714 
2, 511494293 
14, 21502524 
80061435, 76 

1, 533112646 
2, 511494291 
14, 21502524 
80061435, 62 

ρ =  1 β 

0,1 
0,5 
1 
10 

100 

2, 5157661414 
10, 362533810 

 32, 183540945 
             3246978898 

2, 59648464E+89 

2, 515766171 
      10, 362534 
      32, 1835419 
      3246979823 
2, 59649204E+89 

2, 515766141 
10, 36253381 
32, 18354095 

      3246978898 
2, 596484646E+89 

Tabela 1: Densidade de nêutrons em 3cm�  com inserção de reatividade constante. 
 
Podemos observar que, para todos os tempos e reatividades consideradas o método FII 

concorda em todas as casas decimais com BEFD, que é considerado um método analítico de 
solução exata. Já quando comparado com o PAM, temos uma precisão de 6 a 8 casas para todos 
os tempos e reatividades consideradas.   

Para o segundo caso teste os resultados são apresentados na figura 2.  

 
Figura 1: Densidade de nêutrons para  ( 0,5 )U E �  e duas fontes externas constantes ligadas 

320S cm�  em  20 segundos e 330S cm�  em  40 segundos. 
 
Pode-se observar que o ligamento de fontes externas em diferentes tempos faz a 

densidade de nêutrons aumentar dando um salto de densidade, estabilizando para um valor 
constante acima de zero. O aumento da fonte faz aumentar a amplitude desse aumento, fazendo 
a densidade estabilizar num valor maior.  
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Conclusão 
 

Neste trabalho foi apresentada uma solução das equações da cinética pontual de 
nêutrons, considerando reatividade constante, 6 grupos de energia e fonte externa constante. Os 
resultados apresentados mostraram que o método de Fator de Integração Implícito (FII) 
associado com a decomposição espectral da matriz através dos autovalores e autovetores da 
matriz associada apresentou excelentes resultados quando comparados com a literatura, 
principalmente com o método BEFD considerado analítico. Os testes realizados com fontes 
externas foram plausíveis com a realidade física, mostrando o papel das fontes externas para 
manter a densidade de nêutrons estabilizada com o passar do tempo. Cabe salientar que esses 
reatores ADS são considerados reatores mais seguros, pois trabalham em estado subcrítico, na 
qual a população de nêutrons diminui com o passar do tempo, necessitando de uma fonte 
externa para manter a população de nêutrons constante. Isso significa que na ausência de fontes 
externas o reator se desliga, uma vez que a população de nêutrons naturalmente reduz a zero 
com o passar do tempo. Neste sentido, estudos com fontes externas são importantes para 
simular quais tipos de fontes manteriam a densidade de nêutrons constante num patamar seguro 
de operação. Cabe ressaltar que esse assunto é relativamente novo devendo ser melhor 
investigado. Como perspectivas futuras pretendemos estudar melhor quais tipos de fontes 
externas podem ser aplicadas mais realisticamente no modelo da cinética pontual de nêutrons 
para prever a população de nêutrons com certa previsibilidade e eficácia. Além disso, 
pretendemos estender essa metodologia para modelos mais realísticos como difusão e cinética 
espacial de nêutrons que vão ampliar o estudo e análise em física de reatores. 
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Resumo: As emissões veiculares tem uma contribuição significativa na poluição atmosférica.
Assim, muitos estudos estão sendo desenvolvidos com a finalidade de reduzir a emissão dos ga-
ses de efeito estufa. Uma alternativa é a utilização do biocombust́ıvel metanol. Este possui uma
cadeia bem detalhada, com grande número de reações qúımicas. Para modelar as concentrações
das espécies qúımicas existentes na combustão do metanol, este trabalho, apresenta uma es-
tratégia para se obter mecanismos cinéticos reduzidos aplicando as hipóteses de equiĺıbrio parcial
e de estado estacionário. O mecanismo reduzido obtido nesse processo, será verificado utilizando
uma análise assintótica.

1 Introdução

Os biocombust́ıveis são originários de biomassa renovável que podem ou não substituir os
combust́ıveis oriundos de petróleo e gás natural. A biomassa, tida como qualquer material
orgânico que pode ser utilizado para algum tipo de produção de energia, é uma alternativa
econômica e ambiental para reduzir a queima dos combust́ıveis fósseis. O emprego de metanol,
etanol e outros combust́ıveis derivados de biomassa, vem encontrando um mercado crescente
como consequência de poĺıticas econômicas ou de esforços em prol da redução da poluição at-
mosférica, causada por emissões veiculares. Uma ação importante e conhecida para essa redução
de poluição é o Protocolo de Kyoto que tem como objetivo firmar acordos e discussões internaci-
onais para conjuntamente estabelecer metas de redução na emissão de gases do efeito estufa na
atmosfera, principalmente por parte dos páıses industrializados, além de criar formas de desen-
volvimento de maneira menos impactante àqueles páıses em pleno desenvolvimento (FREITAS,
2018).

São muitas as vantagens de se usar biocombust́ıveis, tais como: redução da poluição com a
sua queima e processamento; podem ser cultivados e, assim sendo renováveis; geram empregos
em sua cadeia produtiva; minimizam a dependência em relação aos combust́ıveis fósseis; além de
elevar os ı́ndices de exportações do páıs, favorecendo a balança comercial. No entanto, existem
algumas desvantagens, como a necessidade de amplas áreas agricultáveis, podendo intensificar
o desmatamento pela expansão da fronteira agŕıcola; pressão sobre o preço dos alimentos, que
podem ter sua produção diminúıda para dar lugar à produção de biomassa; entre outros fatores.

O metanol ou álcool met́ılico é um dos principais compostos do grupo orgânico dos alcoóis.
Sua fórmula molecular é CH3OH, ele possui ponto de fusão igual a �97 �C e ponto de ebulição
de 64, 7 �C. Durante muitos anos, essa substância foi obtida unicamente pela destilação da ma-
deira a seco e na ausência de ar, o que tornou o metanol conhecido como álcool de madeira.
Atualmente a substância é obtida sinteticamente a partir do monóxido de carbono (processo car-
boqúımico) ou por oxidação controlada do metano (processo petroqúımico). Sua solubilidade
em água é infinita, pois, por possuir moléculas pequenas, como o grupo OH, grupo caracteŕıstico
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dos alcoóis, suas moléculas formam ligações de hidrogênio com a água (JOVELINO, 2015).
Espécies como o metanol possuem cadeias bem detalhadas, com grande número de reações

e de variáveis. Esses modelos produzidos por cinéticas qúımicas das reações, quando feitas com
mecanismos muito detalhados têm dif́ıcil resolução, por conta da existência de radicais alta-
mente reativos, o que leva a rigidez do sistema de equações. Logo, se faz necessário desenvolver
mecanismos reduzidos com menor número de variáveis e com rigidez moderada, mantendo boa
precisão e o comportamento do mecanismo (BJUREL,1970).

2 Metodologia

A estratégia usada para se obter a redução do mecanismo é dividida em quatro etapas, que
são apresentadas a seguir:

2.1 Taxa de reação

Para determinar a velocidade (taxa de reação) k de cada reação que acontece no mecanismo
do metanol, utiliza-se a seguinte relação:

kk = AT �exp

✓
�EA

RT

◆
(1)

onde A é o fator de frequência, T a temperatura, � o expoente de temperatura, EA a energia
de ativação e R a constante universal dos gases (PETERS, 1983).

2.2 Cadeia principal

Define-se a cadeia principal através do cálculos das velocidades realizado no item anterior
gerado pelo mecanismo completo do metanol, com 129 reações e 31 espécies (MARINOV, 1999),
na qual obtem-se a Tabela 1.

2.3 Hipóteses de estado estacionário e de equiĺıbrio parcial

Em um sistema homogêneo, a hipótese de estado estacionário é válida para as espécies
intermediárias que são produzidas por reações lentas e consumidas por reações rápidas, o que
faz com que suas concentrações permaneçam pequenas (TURNS, 2000). A hipótese do equiĺıbrio
parcial é justificada quando as velocidades das reações de ida e de retorno são muito maiores do
que as outras velocidades espećıficas do mecanismo (PETERS, 1988).

2.4 Análise assintótica

A análise assintótica consiste em assumir o estado estacionário para determinadas espécies,
obtendo equações algébricas entre as taxas de reações. Desse modo, o mecanismo reduzido será
determinado através da estequiometria dessas reações (ANDREIS, 2011).

Consideram-se as reações descritas na Tabela 1, apresentada por PETERS (1993), o sub-
mecanismo para a combustão do metanol, que é também composta pelos submecanismos do
hidrogênio, do monóxido de carbono e do metano.

Anais do I Encontro Regional de Matemática Aplicada e Computacional do Vale do Itajaí(ERMAC-2019), Blumenau-SC

Página 264
ISBN: 978-65-80460-31-1



Tabela 1: Mecanismo para chamas do metanol (unidades são mol, cm3, s, K, e cal/mol),
(PETERS, 1993)
Reação A � EA

1f. O2 + H ! OH + O 2.000E+14 0.00 7.03E+01
1b. OH + O ! O2 + H 1.568E+13 0.00 3.52E+00
2f. H2 + O ! OH + H 5.060E+04 2.67 2.63E+01
2b. OH + H ! H2 + O 2.222E+04 2.67 1.83E+01
3f. H2 + OH ! H2O + H 1.000E+08 1.60 1.38E+01
3b. H2O + H ! H2 + OH 4.312E+08 1.60 7.65E+01
4f. OH + OH ! H2O + O 1.500E+09 1.14 4.20E-01
4b. H2O + O ! OH + OH 1.473E+10 1.14 7.10E+01
5f. O2 + H + M ! HO2 + M 2.300E+18 -0.80 0.00E+00
5b. HO2 + M ! O2 + H + M 3.190E+18 -0.80 1.95E+02
6. HO2 + H ! OH + OH 1.500E+14 0.00 4.20E+00
7. HO2 + H ! H2 + O2 2.500E+13 0.00 2.90E+00
8. HO2 + OH ! H2O + O2 6.000E+13 0.00 0.00E+00
9. HO2 + H ! H2O + O 3.000E+13 0.00 7.20E+00
10. HO2 + O ! OH + O2 1.800E+13 0.00 -1.70E+00
11. HO2 + HO2 ! H2O2 + O2 2.500E+11 0.00 -5.20E+00
12f. OH + OH + M ! H2O2 + M 3.250E+22 -2.00 0.00E+00
12b. H2O2 = M ! OH + OH + M 1.692E+24 -2.00 2.02E+02
13. H2O2 + H ! H2O + OH 1.000E+13 0.00 1.50E+01
14f. H2O2 + OH ! H2O + HO2 5.400E+12 0.00 4.20E+00
14b. H2O + HO2 ! H2O2 + OH 1.802E+13 0.00 1.35E+02
15. H + H + M ! H2 + M 1.800E+18 -1.00 0.00E+00
16. OH + H + M ! H2O + M 2.200E+22 -2.00 0.00E+00
17. O + O + M ! O2 + M 2.900E+17 -1.00 0.00E+00
18f. CO + OH ! CO2 + H 4.400E+06 1.50 -3.10E+00
18b. CO2 + H ! CO + OH 4.956E+08 1.50 9.00E+01
19. CH + O2 ! CHO + O 3.000E+13 0.00 0.00E+00
20. CO2 + CH ! CHO + CO 3.400E+12 0.00 2.90E+00
21. CHO + H ! CO + H2 2.000E+14 0.00 0.00E+00
22. CHO + OH ! CO + H2O 1.000E+14 0.00 0.00E+00
23. CHO + O2 ! CO + HO2 3.000E+12 0.00 0.00E+00
24f. CHO + M ! CO + H + M 7.100E+14 0.00 7.03E+01
24b. CO + H + M ! CHO + M 1.136E+15 0.00 9.97E+00
25f. CH2 + H ! CH + H2 8.400E+09 1.50 1.40E+00
25b. CH + H2 ! CH2 + H 5.830E+09 1.50 1.30E+01
26. CH2 + O ! CO + H + H 8.000E+13 0.00 0.00E+00
27. CH2 + O2 ! CO + OH + H 6.500E+12 0.00 6.30E+00
28. CH2 + O2 ! CO2 + H+ 6.500E+12 0.00 6.30E+00
29. CH2O + H ! CHO + H2 2.500E+13 0.00 1.67E+01
30. CH2O + O ! CHO + OH 3.500E+13 0.00 1.46E+01
31. CH2O + OH ! CHO + H2O 3.000E+13 0.00 5.00E+00
32. CH2 + M ! CHO + H + M 1.400E+17 0.00 3.20E+02
33f. CH3 + H ! CH2 + H2 1.800E+14 0.00 6.30E+01
33b. CH2 + H2 ! CH3 + H 3.680E+13 0.00 4.43E+01
35. CH-3 + O ! CH2O + H 7.000E+13 0.00 0.00E+00
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Reação
A � EA

37. CH3 + O2 ! CH2O + OH 3.400E+11 0.00 3.74E+01
83. CH2OH + H = CH2O + H2 3.000E+13 0.00 0.00E+00
84. CH2OH + O2 = CH2O + HO2 1.000E+13 0.00 3.00E+01
85. CH2OH + M = CH2O + H 5.000E+13 0.00 1.05E+02
86. CH3OH + M = CH3 + OH + M 3.160E+18 0.00 3.36E+02
87. CH3OH + H = CH2OH + H2 4.000E+13 0.00 2.55E+01
88. CH3OH + O = CH2OH + OH 1.000E+13 0.00 1.96E+01
89. CH3OH + OH = CH2OH + H2O 1.000E+13 0.00 7.10E+00
90f. CH3OH + HO2 ! CH2OH + H2O2 0.620E+13 0.00 8.11E+01
90b. CH2OH + H2O2 ! CH3OH + HO2 0.100E+08 1.70 4.79E+01

As espécies envolvidas neste mecanismo, são: OH, O, HO2, H2O2, CH, HCO, CH2, CH3,
CH2OH, O2 H, H2, H2O, CO, CO2, CH2O, CH3OH. Dessa maneira, o sistema de equações di-
ferenciais ordinárias (EDO’S) será dado por:

L(OH) = !1 + !2 � !3 � !4 + 2!6 � !8 + !10 � 2!12 + !13 � !14 � !16 � !18 � !22 + !27

+!30 � !31 + !37 + !86 + !88 � !89.
(2)

L(O) = !1 � !2 + !4 + !9 � !10 � 2!17 + !19 � !26 � !30 � !35 � !88. (3)

L(HO2) = !5 � !6 � !7 � !8 � !9 � !10 � 2!11 + !14 + !84 � !90 (4)

L(H2O2) = !11 + !12 � !13 � !14 + !90 (5)

L(CH) = �!19 � !20 + !25 (6)

L(CHO) = �!21 � !22 � !23 + !29 + !30 + !31 + !32 (7)

L(CH2) = �!26 � !27 � !28 (8)

L(CH3) = !33 � !37 + !86 (9)

L(CH2OH) = �!83 � !84 � !85 + !87 + !88 + !89 (10)

L(O2) = �!1 � !5 + !8 + !10 + !11 + !17 � !23 � !27 � !28 � !37 � !84 (11)

L(H) = �!1 + !2 + !3 � !5 � !6 � !7 � !9 � !13 � 2!15 � !16 + !18 � !21 + !24 � !25

+2!26 + !27 + 2!28 � !29 � !33 + !35 � !83 + !85 � !87
(12)

L(H2) = �!2 � !3 + !7 + !15 + !21 + !25 + !29 + !33 + !83 + !87 (13)

L(H2O) = !3 + !4 + !8 + !9 + !10 + !14 + !16 + !22 + !31 + !89 (14)

L(CO) = �!18 + !20 + !21 + !22 + !23 + !24 + !26 + !27 (15)

L(CO2) = �!20 + !28 (16)

L(CH2O) = �!29 � !30 � !31 � !32 + !35 + !37 + !83 + !84 + !85 (17)

L(CH3OH) = �!86 � !87 � !88 � !89 � !90 (18)

L(i) é operador diferencial aplicado a concentração da espécie i e !k representa a taxa da
reação k, sendo !i = ki[A][B]. Considera-se o sinal positivo para as espécies do lado direito da
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reação (produto) e o sinal negativo para as espécies do lado esquerdo da reação (reagente).
Sendo !if e !ib, taxas das reações de ida e de volta, respectivamente. Usa-se:

!1 = !1f � !1b

!2 = !2f � !2b

!3 = !3f � !3b

!4 = !4f � !4b

!5 = !5f � !5b

!12 = !12f � !12b

!14 = !14f � !14b

!18 = !18f � !18b (19)

!24 = !24f � !24b

!25 = !25f � !25b

!33 = !33f � !33b

!89 = !89f � !89b

3 Resultados

Utiliza-se a hipótese de estado estacionário para as espécies: OH, O, HO2, H2O2, CH, CHO,
CH2, CH3, CH2OH, desta forma, os seus operadores diferencias (L(i)) para essas espécies serão
iguais a zero, obtendo um conjunto de nove equações algébricas, representadas a seguir:

0 = L(OH) = !1 + !2 � !3 � !4 + 2!6 � !8 + !10 � 2!12 + !13 � !14 � !16 � !18

�!22 + !27 + !30 � !31 + !37 + !86 + !88 � !89
(20)

0 = L(O) = !1 � !2 + !4 + !9 � !10 � 2!17 + !19 � !26 � !30 � !35 � !88 (21)

0 = L(HO2) = !5 � !6 � !7 � !8 � !9 � !10 � 2!11 + !14 + !84 � !90 (22)

0 = L(H2O2) = !11 + !12 � !13 � !14 + !90 (23)

0 = L(CH) = �!19 � !20 + !25 (24)

0 = L(CHO) = �!21 � !22 � !23 + !29 + !30 + !31 + !32 (25)

0 = L(CH2) = �!26 � !27 � !28 (26)

0 = L(CH3) = !33 � !37 + !86 (27)

0 = L(CH2OH) = �!83 � !84 � !85 + !87 + !88 + !89 (28)

Isolando !10, !27, !25, !21, !22, !30 e !12 nas equações (22), (26), (24), (25), (20), (21) e
(26), respectivamente, tem-se o seguinte conjunto de equações algébricas:

!10 = !5 � !6 � !7 � !8 � !9 � 2!11 + !14 + !23 + !84 � !90 (29)

!27 = �!25 � !26 � !28 + !33 (30)

!25 = !19 + !20 (31)

!21 = !19 + !20 � !22 � !23 � !24 + !29 + !30 + !31 + !32 (32)

!22 = !1 + !2 � !3 � 2!4 + 2!6 � !8 + !10 � 2!12 + !13 � !14 � !16 � !18 + !27 (33)

+!30 � !31 + !37 + !86 + !88 � !89
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!30 = !1 � !2 + !4 + !9 � !10 � 2!17 + !19 � !26 � !35 � !88 (34)

!12 = �!11 + !13 + !14 � !90 (35)

Faz-se as taxas:

WI = !86 + !87 + !88 + !89 + !90 (36)

WII = !29 + !30 + !31 + !32 + !33 (37)

WIII = !18 � !20 + !28 (38)

WIV = !5 � !11 + !13 + !14 + !15 + !16 + !17 + !21 + !22 + !23 � !32 � !85 � !86 � !90 (39)

WV = !1 + !6 + !9 + !11 � !14 � !17 � !20 � !26 + !33 + !37 + !90 (40)

Tem-se as seguintes combinações lineares para as equações (18), (11), (15), (16), (17), (14),
(12) e (13):

L(CH3OH) = �WI (41)

L(O2) = �WV (42)

L(CO) = WII � WIII (43)

L(CO2) = WIII (44)

L(CH2O) = WI � WII (45)

L(H2O) = 2WV � WIII (46)

L(H) = �2WI � WIV + 2WV (47)

L(H2) = 2WI + WII + WIII + WIV � 3WV (48)

A estequiometria dessas equações corresponde às reações do mecanismo reduzido do metanol:

I CH3OH + 2H = 2H2 + CH2O (49)

II CH2O = CO + H2 (50)

III CO + H2O = CO2 + H2 (51)

IV H + H + M = H2 + M (52)

V 3H2 + O2 = 2H + 2H2O (53)

4 Conclusões

Neste trabalho foi realizado a redução do mecanismo de combustão do metanol de 55 reações
e 17 espécies para apenas 5 reações e 8 espécies, obtendo uma redução de aproximadamente uma
ordem de magnitude. Como perspectiva futura pretende-se simular numericamente o mecanismo
reduzido a fim de verificar se o conjunto de 5 reações e 8 espécies, consegue representar o
mecanismo do metanol com uma boa precisão e assim obter maiores informações sobre o processo
de combustão.
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Resumo: Neste trabalho os autores aplicaram o método de diferenças finitas na equação 
unidimentsional da difusão de nêutrons. Foi construído um código capaz de simular o 
comportamento do fluxo de nêutros e da criticalidade em meios homogêneos e heterogêneos, 
para um e para dois grupos de energia de nêutrons, no interior de um reator nuclear. Aqui é 
apresentada a metodologia empregada, além dos resultados obtidos e a comparação destes com 
trabalhos semelhantes encontrados na literatura. 
 
Palavras-chave: Difusão de nêutrons, Fluxo de nêutrons, Diferenças finitas, Método da potência  

 

1. INTRODUÇÃO 

Foi em 1942, sob um estádio abandonado de futebol americano, que o primeiro reator 
nuclear, o Chicago Pile 1, conseguiu realizar uma série de reações em cadeia e entrar em 
funcionamento. Desde o ocorrido, o interesse de pesquisadores ao redor do mundo voltou-se à 
energia nuclear, maravilhados com a promessa da enorme quantidade de energia contida no 
núcleo de um átomo [4]. A prova disso é que, atualmente, existem 436 usinas nucleares 
distribuídas entre 34 países, 16 destes dependendo da energia nuclear para suprir um quarto 
de suas necessidades elétricas, além de encontrarem-se em construção 53 outras usinas, dentre 
as quais uma é localizada no Brasil, a chamada Angra 3 [7]. 

Mesmo com grande potencial hidrelétrico, o interesse do Brasil em energia nuclear 
remonta à década de 1950, quando em 1952 foi criado o Instituto de Pesquisas Radioativas, em 
Minas Gerais. Hoje temos a Central Nuclear Almirante Álvaro Alberto, que fica no município 
Angra dos Reis [3]. Sob a posse da empresa Eletronuclear, estão em funcionamento as unidades 
Angra 1 e Angra 2, além do andamento das obras da supracitada Angra 3. Angra 1 é atualmente 
capaz de gerar energia suficiente para suprir as necessidades de um milhão de habitantes, enquanto 
Angra 2 possui o dobro desta capacidade [6]. 

O princípio de funcionamento de uma usina nuclear é muito semelhante a usinas 
termoelétricas: uma fonte de calor aquece um líquido ou gás a altas temperaturas. O gás então se 
expande, girando as pás de uma turbina que converte a energia mecânica gerada em energia 
elétrica [9]. O diferencial de uma usina nuclear é que o calor utilizado para aquecer o fluido que 
irá mover a turbina é obtido por meio da energia liberada ao dividir-se o núcleo de um átomo que 
possui muitos prótons e nêutrons em dois núcleos menores através do impacto de um nêutron, um 
fenômeno chamado de fissão nuclear. Logo, as energias que estavam envolvidas na união deste 
núcleo são então liberadas na forma de calor [1]. 

Cada fissão nuclear, além dos dois núcleos menores, gera também de dois a três outros 
nêutrons, que irão partir e fissionar outros núcleos, dando início a uma reação em cadeia [1]. O 
modo como uma reação em cadeia irá proceder pode ser descrito conforme um fator 𝑘, onde 𝑘 é o 
número médio de nêutrons que são diretamente oriundos de um nêutron localizado previamente 
no sistema [9]. Para que um reator funcione a uma taxa constante, sem que as fissões nucleares 
cresçam a uma taxa desordenada, é necessário manter 𝑘 o mais próximo possível de 1. 

É por este motivo que a pesquisa na área nuclear tem se concentrado no controle da 
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evolução populacional de nêutrons em sistemas nucleares, com destaque aos métodos analíticos, 
pois permitem verificar se as equações cinéticas dos nêutrons são corretamente resolvidas pelos 
algoritmos numéricos, permitindo ainda que se adicione os limites da equação [5]. 

O presente trabalho teve como objetivo o desenvolvimento de um algoritmo com maior 
precisão para calcular a população de nêutrons em reatores nucleares com um controle legítimo de 
erro. 

 

2. METODOLOGIA 

O estudo foi realizado no município de Pelotas, localizado no Rio Grande do Sul, no 
período de agosto de 2017 a agosto de 2018. 

Inicialmente, o código foi construído para controlar um grupo de nêutrons em um meio 
completamente homogêneo, através da resolução da equação abaixo (1) contendo Problemas de 
Valor de Contorno (PVC) em ∅(0)=0 e ∅(𝐿)=0, onde 𝐿 representa o 𝑥 máximo da malha utilizada: 

 

−∅′′(𝑥) +  ∅(𝑥) =  
1
𝑘

∙ 0,5 ∙ ∅(𝑥)  (1) 

 
Em um segundo caso, desta vez mais completo, a equação cinética dos nêutrons utilizada 

para construir o código foi a equação (2), com PVC idênticos ao caso anterior: 
 

−𝐷(𝑥)∅′′(𝑥) + 𝛴𝐴(𝑥)∅(𝑥) =  
1
𝑘

∙ 𝜈𝛴𝐹 ∙ ∅(𝑥) (2) 

onde: 
 
∅: fluxo escalar de nêutrons; 
𝑫: coeficiente de difusão de nêutrons; 
𝜮𝑨: seção de choque macroscópica de absorção; 
𝒌: criticalidade; 
𝝂: número médio de nêutrons emitido por fissão;  
𝜮𝑭: secção de choque macroscópica de fissão. 

 
Para este caso, o código foi desenvolvido de modo a simular o ambiente heterogêneo no 

interior de um sistema nuclear para um único grupo de nêutrons, com um total de três regiões 
distintas, nas quais 𝐷, 𝛴𝐴 e 𝜈𝛴𝐹 possuem diferentes valores. Para isto foi empregado o princípio 
analítico de benchmarking que, de acordo com [5], pode ser definido um método de solução para 
problemas que são significantes para a situação física de interesse, mantendo um controle integral 
de erros em todos os passos. 

Para a resolução do PVC foi utilizado o Método das Diferenças Finitas (MDF), que 
consiste no rearranjo de um problema contínuo em um problema discreto ao utilizar fórmulas de 
diferenças finitas na malha desejada, seguindo os seguintes passos: 1. Construção da malha; 2. 
Construção do problema discreto; 3. Resolução do problema discreto; e 4. Visualização e 
interpretação dos resultados [8]. 

Dentro do passo 3, a resolução do problema discreto é feita escrevendo-a na forma 
matricial 𝑨∅ =  𝒃, onde 𝑨 é uma matriz tridiagonal de coeficientes. Sua forma matricial pode ser 
vista abaixo: 
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[
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⋱

⋮

0

⋱

    𝑎𝑤𝑗
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No caso (2), para a resolução desta, foi escolhido o algoritmo de Thomas (TDMA) [8], 

um caso específico da eliminação gaussiana para matrizes tridiagonais, uma vez que este método 
provou-se consideravelmente mais adequado por apresentar mais rapidamente os resultados e 
permitindo que um maior refinamento da malha fosse utilizado no código. Através de deduções, 
foram obtidas as seguintes definições dos coeficientes da matriz 𝑨 e também da matriz 𝒃: 

 
𝑎𝑤𝑗

(𝑟) =  −2𝐷(𝑟−1)  
 
𝑎𝑝𝑗

(𝑟) =  2𝐷(𝑟−1) +  2𝐷(𝑟) + 𝑑𝑥²(𝛴𝐴
(𝑟−1) + 𝛴𝐴

(𝑟))  
 
𝑎𝑒𝑗

(𝑟) =  −2𝐷(𝑟)  
 
𝑏𝑗 =  1

𝑘
∙ 𝑑𝑥² ∙ (𝜈𝛴𝐹

(𝑟−1) + 𝜈𝛴𝐹
(𝑟)) ∙ ∅(𝑟)  

 
Onde (𝑟) indica em qual região da malha os parâmetros localizam-se. 
Para respeitar o estabelecimento das condições de contorno, o primeiro e último termos 

da matriz 𝑨 foram forçadas a zero, assim como a primeira e última linhas de 𝒃. Assim, temos: 
 
𝑎𝑤

(1) =  0  
 
𝑎𝑒

(𝑁) =  0  
 
𝑏(1) = 0  
 
𝑏(𝑁) = 0  
 
A cada iteração realizada o código atualiza os valores do vetor ∅ e, portanto, também de 

sua criticalidade (𝑘), que encontra-se dentro de 𝒃. A forma como 𝑘 é atualizado pode ser vista na 
Equação 3, abaixo. 

  

𝑘𝑖+1 = 𝑘𝑖 ∙
∫ 𝜈𝛴𝐹(𝑥) ∙ ∅𝑖+1(𝑥) ∙ 𝑑𝑥𝐿
0

∫ 𝜈𝛴𝐹(𝑥) ∙ ∅𝑖(𝑥) ∙ 𝑑𝑥𝐿
0

 (3) 

 
Onde o subíndice i representa a i-ésima iteração. 
Ainda no caso heterogêneo, ao executar o código o usuário é questionado acerca de três 

preferências: 1) quão refinada ele deseja que a malha seja; 2) qual deve ser o critério de parada, 
baseado no valor do erro; e 3) qual o caso desejado. 

O código se encerra apenas quando o erro (Equação 4) é menor que o critério definido 
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pelo usuário na preferência 2. 
 

𝑒𝑟𝑟𝑜 = (𝑘𝑖 − 𝑘𝑖−1)/𝑘𝑖 (4) 
 

 
3. RESULTADOS E DISCUSSÃO 

Para mostrar os resultados em parâmetros semelhantes, os códigos dos meios homogêneo 
e heterogêneo receberam valores idênticos para o comprimento da malha e o critério de parada, 
sendo eles, respectivamente, 𝐿 = 10 e 𝑒𝑟𝑟𝑜 < 10−4. O código foi implementado e executado em 
um computador com sistema operacional Windows 10 (64-Bit), com processador Intel Core i3-
6100U de 2,30 GHz de processamento, 4Gb de memória RAM e utilizando-se o programa SciLab 
versão 5.5.2. Abaixo, podemos ver lado a lado os gráficos gerados, mostrando-nos o 
comportamento do fluxo de nêutrons conforme a posição em um meio homogêneo (Figura 1) e 
heterogêneo (Figura 2). 

Podemos notar que o comportamento do fluxo no meio homogêneo apresenta- se sem 
descontinuidades aparentes, uma vez que os seus parâmetros permanecem inalterados ao longo 
de toda malha. Em contrapartida, o comportamento do fluxo em um meio heterogêneo manifesta 
descontinuidades acentuadas em 𝐿 = 3 e 𝐿 = 6, que são justamente os pontos de interface onde há 
mudança dos parâmetros 𝐷, 𝛴𝐴 e 𝜈𝛴𝐹. A localização das interfaces é determinada pelo método 
de benchmarking, onde o código é capaz de abrigar vários casos com diferentes parâmetros e 
pontos de interface. Assim, o usuário pode adotar o caso que lhe seja mais conveniente. 
Executando o código para um meio homogêneo, em 19 iterações tivemos que 𝑘 convergiu para 
0,455086 em 0,01 segundo. 

Ao final da execução do código para o meio heterogêneo utilizando os valores escolhidos 
de 𝐿 e 𝑒𝑟𝑟𝑜, foi impresso na tela que, após 10 iterações, 𝑘 convergiu para 0,135478 e o processo 
durou 0,041 segundos. 

Para fins de comparação, posteriormente foram adotados os parâmetros utilizados por [2] 
que, por sua vez, aplicou e resolveu um problema de benchmark disponibilizado pelo Argonne 
National Laboratory, um centro de pesquisa em engenharia e ciência multidisciplinar localizado 
nos Estados Unidos da América. Neste caso temos um 𝐿 = 240 𝑐𝑚, com fronteiras em 𝐿 =
40 𝑐𝑚 e em 𝐿 = 200 𝑐𝑚. Os parâmetros se encontram abaixo, na Tabela 1. 

 
 

Figura 1 Comportamento do fluxo de 
nêutrons em um meio homogêneo 

Figura 2 Comportamento do fluxo de nêutrons 
em um meio heterogêneo 
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 𝐷𝑔
[𝑖](cm-1) 𝛴𝑟𝑔

[𝑖] (cm-1) 𝜈𝛴𝑓𝑔
[𝑖] (cm-1) 𝛴𝑠12

[𝑖]  (cm-1) 

Região g = 1 g = 2 g = 1 g = 2 g = 1 g = 2 - 
1 e 3 1,5 0,5 0,026 0,18 0,01 0,2 0,015 

2 1,0 0,5 0,02 0,08 0,005 0,099 0,01 
Tabela 1. Parâmetros utilizados pelo Argonne National Laboratory 

 
Com estes parâmetros inseridos no código, este gerou o gráfico mostrado na Figura 3. Ao 

lado deste, pode-se ver o gráfico gerado pelo código criado por [2] (Figura 4). O critério de parada 
adotado foi o mesmo de [2], 𝑒𝑟𝑟𝑜 < 10−15. 

  
  Segundo o código de [2], com 𝑑𝑥 = 10 𝑐𝑚, ao final 𝑘 convergiu para 0,90155. Na Tabela 
2 abaixo mostramos os resultados que obtivemos com o código construído aplicando três 
diferentes refinamentos de malha. 
 

Refinamento 𝑑𝑥 (𝑐𝑚)  Tempo de 
processo (s) 

Número de 
iterações 𝑘 

1 10 86,08 14662 0,901119 
5 2 1300,89 128008 0,901551 

10 1 8583,80 406187 0,901584 
Tabela 2. Resultados obtidos utilizando três diferentes refinamentos de malha 

  
4. CONCLUSÕES 

Averiguando os resultados obtidos e apresentados nas Figuras 1 e 2, podemos afirmar que 
os mesmos foram satisfatórios, comportando-se conforme o esperado e suportando malhas com 
um bom grau de refinamento, além de respeitar critérios de parada que se enquadram com o 
objetivo.  

Com relação à comparação realizada com [2], o resultado foi satisfatório, uma vez que o 
valor para o qual 𝑘 convergiu em ambos os códigos mostrou-se  semelhante. Todavia, é 
importante destacar a sensibilidade do código ao aumento do refinamento da malha, gerando 𝑑𝑥 
cada vez menores. Ao aumentarmos o refinamento de 1 para 5, o tempo de processamento para 
respeitar o critério de parada aumenta cerca de 15 vezes, e leva 113346 iterações a mais. A 

Figura 3 Comportamento do fluxo de 
nêutrons em um meio heterogêneo  

Figura 4 Comportamento do fluxo de 
nêutrons em um meio heterogêneo [2] 
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discrepância é ainda maior ao observarmos um 𝑟𝑒𝑓𝑖𝑛𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 = 10 em detrimento de um 
𝑟𝑒𝑓𝑖𝑛𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 = 5, quando o processamento levou 6 vezes mais que para o 𝑟𝑒𝑓𝑖𝑛𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 = 5 
e o número de iterações praticamente quadriplicou.  

Estes fatos observados ao variarmos 𝑑𝑥 constituem um ponto fraco do código, que acaba 
tornando o processo mais demorado a medida que exigimos um refinamento maior dele. 

Porém, apesar de alguns resultado satisfatórios, ainda há progressões a serem realizadas 
na construção dos códigos. Para os deixar mais próximos de casos reais e passíveis de uso em outras 
condições diversas, ainda é um objetivo a ser alcançado a implementação de um código capaz de 
executar casos com multigrupos de nêutrons e em regimes que sejam transientes, não apenas uni, 
mas bidimensionais e tridimensionais. 
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Resumo: As equações clássicas da cinética pontual de nêutrons são escritas em forma matricial, deixando
implícito o operador derivativo dentro da matriz de coeficientes. É utilizada a regra de Laplace para obter a
expansão por cofatores. Uma forma geral para a equação in-hour é deduzida para qualquer reatividade
transiente linear
Palavras-chave: Cinética pontual de nêutrons, equação In-Hour, reatividade constante 

Introdução 

A cinética de nêutrons é a área do conhecimento que engloba o comportamento temporal dos nêutrons

em  reatores  nucleares.  Classicamente,  é  categorizada  considerando  o  comportamento  espaço-temporal

(cinética espacial) ou apenas temporal (cinética pontual) dos nêutrons. Esta última é abordada neste trabalho.

O modelo da cinética pontual é formado a partir de um balanço de nêutrons, onde são consideradas as

perdas e produções dentro de um volume de controle. Através da fissão nuclear de um nuclídeo pesado

ocorre a produção dos nêutrons. A reação nuclear gera produtos de fissão, energia (que é o objetivo dos

reatores nucleares de potência) e nêutrons livres – chamados nêutrons prontos. Esses produtos de fissão, por

sua vez, também podem emitir nêutrons via decaimento radioativo – chamados nêutrons atrasados. O modelo

abordado (cinética pontual), então, mostra não apenas o balanço entre ganho e perda dos nêutrons prontos e

atrasados, mas também dos precursores de nêutrons atrasados. A diferença entre os tempos de geração dos

nêutrons  prontos  e  atrasados  tornam  o  problema  rígido  do  ponto  de  vista  matemático,  ou  seja,  exige

tratamento algébrico mais adequado que os não rígidos. Para mais detalhes, ver [2] e [4]. 

No decorrer dos anos, diversos métodos foram utilizados para resolver as equações da cinética pontual

de nêutrons. Em [1] é utilizado o modelo de Cattaneo e Vernotte na relação constitutiva, resultando em uma

derivada segunda na equação diferencial, resolvido analiticamente com auxílio de software de computação

simbólica. Já em [3] utilizando um método de diferenças finitas modificado, são averiguados os efeitos do

modelo da cinética pontual fracionária de nêutrons no start-up de um reator.  Através de uma abordagem

semianalítica, utilizando uma definição apropriada de derivada de ordem fracionária, [5], foi mostrado que os

efeitos  deste  modelo  alterado  de  derivada  fracionária  para  casos  não  lineares,  mais  realísticos,  são

irrelevantes. Um importante resultado obtido em [7] é a dedução da equação in-hour para a apresentada

equação da cinética pontual de nêutrons para nêutrons em diferentes faixas de energia. 

Vale ressaltar que um dos objetivos do estudo de modelos e metodologias para a cinética pontual de

nêutrons é a geração de nova tecnologia a ser implementada na cinética espacial, modelo mais utilizado em

reatores  nucleares  térmicos.  Assim,  o objetivo deste  trabalho  é  obter  uma metodologia  eficiente  para  a

obtenção  da  densidade  de  nêutrons  via  equação  in-hour,  de  maneira  que  seja  possível  facilmente  ser

modificada para casos de reatividade não linear como feedback de temperatura. Neste sentido, é abordado o

modelo clássico da cinética pontual de nêutrons, juntamente com uma forma generalizada da equação in-

hour, que representa os autovalores da matriz de coeficientes, na qual suas raízes são obtidas via método

numérico, a partir das quais é construída a densidade de nêutrons via aplicação das condições iniciais 

Metodologia
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Para a  realização do trabalho,  sem perda de generalidade,  foram utilizadas  as equações da cinética

pontual de nêutrons (NPK), levando-se em consideração seis grupos de precursores de nêutrons atrasados,

escritas como:

dn(t)
dt

=
ρ(t )−β

Λ n+∑
i=1

6

λi Ci(t ) , (1)

dCi(t)

dt
+λiCi(t )=

βi

Λ n(t ) . (2)

Em que n é a densidade de nêutrons, ρ corresponde à  reatividade, Λ  é o tempo médio de

geração instantânea de nêutrons, λ  é a constante de decaimento do grupo i de precursores de nêutrons

atrasados, β i  é a fração de nêutrons atrasados emitidos por precursores do grupo i , β é o somatório

dos β i , Ci é a concentração de precursores de nêutrons atrasados e t é a variável temporal.

Classicamente são levados em consideração seis grupos de precursores de nêutrons atrasados, porque

esta quantidade de grupos já permite que se obtenha a generalização para quaisquer quantidades de grupos.

Estas equações são passíveis de solução através de um sistema de equações diferenciais ordinárias, de

modo a utilizar o operador D(•)=
d(•)
dt

. Este sistema de equações diferenciais ordinárias foi escrito de

forma matricial, omitindo as dependências temporais como:

[
ρ−β
Λ −D λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ6

β1

Λ −λ1−D 0 0 0 0 0

β2

Λ 0 −λ 2−D 0 0 0 0

β3

Λ
0 0 −λ3−D 0 0 0

β4

Λ 0 0 0 −λ 4−D 0 0

β5

Λ 0 0 0 0 −λ5−D 0

β6

Λ 0 0 0 0 0 −λ6−D

]{
n

C1

C2

C3

C4

C5

C6

}={
0

0

0

0

0

0

0

} . (3)

Claramente os valores de D que satisfazem (3) são os autovalores da matriz A , e a densidade de

nêutrons pode ser escrita em função destes autovalores da forma:

n(t )=c1e(D1 t )+c2e(D2 t )+c3 e(D3 t )+c4 e(D 4 t)+c5 e( D5 t)+c6 e( D6 t )+c7e (D7 t )
, (4)

Em que ci para i=1,... ,7 são constantes a serem determinadas pelas condições iniciais. O que é

mostrado a partir deste ponto é uma forma para se obter os valores de  D (ou os autovalores da matriz

A ).

Chama-se de A a matriz  7X7 apresentada.  Para  obter  o  vetor  de soluções,  é  necessário obter  os

autovalores de A , ou seja, os valores de D na qual det ( A )=0 . A fim de obter uma expressão para

o determinante da matriz A foi utilizada a Regra de Laplace escrita como
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det A=(ρ−β
Λ −D)Δ11−(β1

Λ )Δ12+(β2

Λ )Δ13−...+(β6

Λ )Δ17 , (5)

em que Δ11 , Δ12 , (…), Δ17 são

Δ11=|
−λ1−D 0 0 ⋯ 0

0 −λ2−D 0 ⋯ 0

0 0 −λ3−D ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋯ −λ6−D

| , (6a)

Δ12=|
λ1 λ2 λ3 ⋯ λ6

0 −λ2−D 0 ⋯ 0

0 0 −λ3−D ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋯ −λ6−D

| , (6b)

Δ13=|
λ 1 λ 2 λ 3 ⋯ λ6

−λ1−D 0 0 ⋯ 0

0 0 −λ3−D ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋯ −λ6−D

| , (6c)

Δ14=|
λ1 λ2 λ3 ⋯ λ6

−λ 1−D 0 0 ⋯ 0

0 −λ2−D 0 ⋯ 0

0 0 0 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋯ −λ6−D

| , (5d)

Δ15=|
λ 1 λ2 λ3 ⋯ λ 6

−λ1−D 0 0 ⋯ 0

0 −λ 2−D 0 ⋯ 0

0 0 −λ3−D ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋯ −λ 6−D

| , (6e)

Δ16=|
λ 1 λ2 λ3 ⋯ λ6

−λ1−D 0 0 ⋯ 0

0 −λ 2−D 0 ⋯ 0

0 0 −λ3−D ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋯ −λ 6−D

| , (6f)
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Δ17=|
λ 1 λ2 λ3 ⋯ λ 6

−λ1−D 0 0 ⋯ 0

0 −λ 2−D 0 ⋯ 0

0 0 −λ3−D ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋯ 0

| . (6g)

Estes  determinantes  das  submatrizes, Δ1 j ,  podem  ser  obtidos  aplicando  novamente  a  Regra  de

Laplace da forma:

Δ11=(−λ1−D)(−λ2−D)(−λ3−D)⋯(−λ 6−D) , (7a)

Δ12=λ1(−λ 2−D)(−λ3−D)(−λ4−D)⋯(−λ 6−D) , (7b)

Δ13=−λ2(−λ1−D)(−λ3−D)(−λ4−D)⋯(−λ 6−D) , (7c)

Δ14=λ3(−λ1−D)(−λ 2−D)(−λ4−D)⋯(−λ6−D) , (7d)

Δ15=−λ4 (−λ1−D)⋯(−λ3−D)(−λ5−D)(−λ6−D) , (7e)

Δ16=λ5(−λ1−D)(−λ 2−D)⋯(−λ 4−D)(−λ6−D) , (7f)

Δ17=−λ6(−λ1−D)(−λ 2−D)(−λ3−D)⋯(−λ5−D) . (7g)

Observa-se um padrão apresentado nas equações (7b), (7c),  (7d), (7e),  (7f) e (7g),  o que permite a

representação genérica  de Δ12 a Δ17 .  Ressalta-se  também que  devido  ao  padrão observado a  partir

Δ12 é  possível  generalizar  a  forma  para  P grupos  de  precursores  de  nêutrons  atrasados,  que  está

representado a seguir, em (7b). Logo, Δ11 pode ser escrito genericamente da forma apresentada em (8a)

como:

Δ11=∏
i=1

P

(λi+D ) , (8a)

Δ1 j=λ j−1 (−1)(P−1) ∏
i=1

i≠ j−1

P

(λi+D) , (8b)

em que j=1,2,. .. , P .

Substituindo  (8a) e  (8b)  na  equação  (5),  é  encontrada  uma  equação  geral  (para P grupos  de

precursores  de  nêutrons)  polinomial  cujas  raízes  podem  ser  obtidas  através  da  utilização  de  métodos

numéricos, que possibilita a obtenção de uma solução para o determinante da matriz A da forma:

det (A )=[(−1)P( ρ (t )−β
Λ −D)∏

i=1

P

(λ i+D)]+∑
i=1

P

[(−1)P+i−1 β i λ i

Λ ∏
j=1

j≠i

P

(λ j+D)]=0 . (9)

Conclusão

Tendo em vista a metodologia desenvolvida no presente trabalho, é necessário que sejam encontradas as 

raízes (valores de Di ou autovalores da matriz A ) da equação (9).
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Um código em Scilab já está estágio final de elaboração com o intuito de obter,  numericamente, os

valores de Di  que correspondem aos autovalores da matriz A. Consequentemente, a solução n(t) dada

pela equação (4) será obtida.

O método numérico utilizado para a obtenção dos valores de Di é o método da bissecção, porque este

método é um método intervalar,  procurando por raízes dentro do intervalo escolhido.  Além disso, é um

método robusto (eficiente) para o que é proposto porque, diferentemente do método de Newton-Raphson,

não necessita que se encontre a derivada da equação (9), que não é uma tarefa simples de ser realizada.

A tabela  a  seguir  apresenta  alguns  resultados  parciais  no que  diz  respeito  aos  valores  de Di (ou

autovalores da matriz A ) obtidos utilizando o método de aproximação da bisseção na equação (9), com

uma tolerância equivalente a 10-8, com uma varredura de 0,01 percorrendo de -100 até 1000, e conseguindo

encontrar as 7 raízes em um tempo computacional equivalente a 7,138 segundos. Vale ressaltar que esta

tabela  com  os  autovalores  da  matriz  A correspondem  aos  resultados  piloto  do  código,  em  que  foi

considerado ρ=−0,5β :

Valores 

de Di :

-22,471064 -3,9488377 -1,2658064 -0,4026771 -0,1036417 -0,03592 -0,0124538

Esses  valores  encontrados  correspondem aos  valores  encontrados  utilizando  o  comando  “spec”(um

comando nativo do Scilab para encontrar raízes) após gerar uma matriz A no ambiente matemático do

scilab.

No que diz respeito ao futuro do trabalho, os autores pretendem considerar a reatividades dependente do

tempo,  o que torna o modelo mais realístico para simular mudanças na potência do reator para pequenos

intervalos de tempo.
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Resumo: Neste trabalho o Método de Homogeneização Assintótica é aplicado em problemas
de valores de contorno estáticos e unidimensionais, com coeficientes rapidamente oscilantes e
constantes por partes, com o objetivo de avaliar o comportamento efetivo de compósitos micro-
periódicos não lineares, levando-se em conta ainda as situações de contato perfeito e imperfeito
entre as fases. Para esta avaliação, considerou-se um fluxo não linear do tipo potencial, que
apresenta interessantes interpretações f́ısicas. O método foi aplicado com sucesso, levando-se
a resultados pasśıveis de relevantes interpretações: os diferentes expoentes de não linearidade
considerados influenciaram o comportamento efetivo; a variação das concentrações das fases
nos compósitos considerados reproduziu uma variação significativa no comportamento global; e
quanto ao contato imperfeito, a avaliação de casos limites forneceu resultados coerentes com os
significados f́ısicos considerados. Diante disso, conclui-se que o MHA é uma ferramenta eficaz
na avaliação do comportamento efetivo de compósitos periódicos, mesmo que não lineares e sob
condição de contato imperfeito, e dessa forma, se faz necessário expandir esta aplicação princi-
palmente a outros tipos de não linearidades, e considerar outras metodologias a fim de validar
os resultados aqui obtidos

Palavras-chave: Compósitos, Método de Homogeneização Assintótica, Materiais Não Lineares

Exposição do problema

Os materiais compósitos têm mostrado interessantes aplicações, em diversas áreas, estando
hoje o seu mercado difundido na área dos transportes (31%), construção civil (19,7%), marinha
(12,4%), equipamento eléctrico/electrónico (9,9%), produtos de consumo (5,8%), aeroespacial
e de aeronaves (0,8%), entre outros, segundo [15]. De forma geral, compósitos são materiais
heterogêneos formados pela união de dois ou mais materiais homogêneos, os quais serão suas
fases. Aqui, serão considerados compósitos periódicos cuja escala de distribuição das fases
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(microescala) é muito maior que a escala atômica e muito menor que a escala macroscópica,
caracterizando assim a microperiodicidade.

A micro-heterogeneidade destes materiais faz com que os problemas matemáticos que mo-
delem seu comportamento f́ısico apresentem coeficientes rapidamente oscilantes, dificultando a
aplicação direta de métodos numéricos usuais (como Diferenças Finitas e Elementos Finitos)[11].
Entretanto, simultaneamente, é satisfeita a Hipótese da Homogeneidade Equivalente, e o mate-
rial pode ser considerado fisicamente equivalente a um material homogêneo ideal, cujos proble-
mas apresentam coeficientes constantes e cuja solução é suficientemente próxima do problema
original. O processo de obtenção deste material homogêneo é chamado de Homogeneização.

Dentre os métodos de homogeneização está o Método de Homogeneização Assintótica (MHA)
[2], o qual considera uma aproximação assintótica da solução do problema original, em forma
de série de potências de um parâmetro pequeno positivo " e em dupla escala (macro e micro).
Ao aplicar esta série assintótica no problema original, obtém-se uma sequência recorrente de
problemas para os coeficientes das potências de ", que darão origem à problemas locais cujas
soluções serão os termos da série assintótica inicialmente proposta. Dentre as vantagens do MHA,
destacam-se os fatos de apresentar baixo custo computacional no uso de métodos numéricos para
resolver os problemas da sequência recorrente, e produzir boas aproximações da solução exata
do problema original. O método apresenta duas aplicações principais: aproximar a solução
do problema original através de soluções assintóticas e determinar o comportamento efetivo do
material heterogêneo através do homogêneo equivalente. Neste trabalho, a abordagem será da
segunda aplicação.

Tradicionalmente, encontram-se relações contitutivas lineares para modelar fenômenos f́ısicos,
como a Lei de Hooke da teoria de elasticidade, a Lei de Fourier no caso do fluxo do calor, a Lei
de Nernst para o fluxo de part́ıculas de um gás, entre outros. Porém, existem muitos fenômenos
f́ısicos de natureza não linear, os quais não podem ser estudados através de modelos lineares,
por exemplo: plasticidade, viscoelasticidade, hiperelasticidade, eletrostrição, magnetostrição,
termoplasticidade, entre outros [13]. Desta forma, se faz estudar tais modelos, esperando-se ob-
ter resultados tão proeminentes quanto os obtidos para os casos lineares. Alguns destes podem
ser encontrados em [7], [5], [8] e [6].

Outra caracteŕıstica importante dos compósitos é a adesão das suas fases constituintes. Mui-
tos trabalhos consideravam que os materiais constituintes eram perfeitamente ligados, impli-
cando na continuidade da solução do problema nesta interface [3]. Entretanto, na prática, a
adesão não é perfeita, ocorrendo imperfeições mecânicas, isolamentos térmicos, reações qúımicas
ou então diferença de potencial elétrico. Devido a isso, se faz importante considerar este fato
nos problemas que modelam o comportamento destes materiais. De fato, tem-se encontrado
que é muito relevante a influência do contato imperfeito no comportamento efetivo de materiais
compósitos ([14], [9], [10], [12], [1]).

Diante disto, o presente trabalho tem por objetivo aplicar o MHA em um problema de valores
de contorno para a equação de difusão estática e unidimensional, a fim de avaliar em diferentes
situações o comportamento efetivo de um compósito bifásico microperiódico não linear, nas si-
tuações de contato perfeito e imperfeito entre as fases.

Metodologia

Considera-se um compósito bifásico "-periódico, unidimensional de comprimento l, como um
intervalo [0, l], equivalente a uma união finita de N células periódicas ⌦1 [ ⌦2 e dos pontos de
interface xj (j = 1, 2, ..., N). O problema PO de valores de contorno, que modela um fenômeno
difusivo estacionário, com fluxo não linear, para um meio microperiodico, com propriedades
constantes por partes, com condições de contato imperfeito para a solução e perfeito para o
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fluxo, será da seguinte forma:

PO :

8
>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>:

d

dx


�
✓

x

"
,
du"

dx

◆�
= f (x) , x 2 (0, l) � {xj}

N
j=1

�
✓

x

"
,
du"

dx

◆
=

8
<

:
�1

⇣
du"

dx

⌘
, x 2 ⌦1

�2

⇣
du"

dx

⌘
, x 2 ⌦2s

�
✓

x

"
,
du"

dx

◆{

x=xj

= 0

Ju"(x)Kx=xj
=

"

�
�"

1

✓
du"

dx

◆ ����
x=xj

u"
|x=0 = g1, u"

|x=l = g2

. (1)

onde o fluxo �" é "-periódico, continuamente diferenciável por partes em [0, l]; K1 e K2 são
constantes que representam as propriedades das fases constituintes; e a fonte f(x) cont́ınua por
partes em [0, l]. A não linearidade do tipo potencial considerada modela importantes fenômenos,
como deformação plástica e termoplasticidade, apresentando geralmente n < 1 ([13], [4]).

Em um contexto mecânico, �" é a tensão de deformação, u" o deslocamento e seu gradiente
a deformação. Já considerando os casos condutivos térmico e elétrico, �" é o fluxo de calor ou
a corrente elétrica, e u" a temperatura ou o potencial elétrico, respectivamente. O parâmetro
� > 0 pode ser entendido como uma condutância na interface, de forma que 1/� representa
uma resistência. Chama-se atenção para o fato de que, quando � ! 1, tem-se uma condição
de contato para u" nula, ou seja, a condição de contato perfeito.

Iniciando a abordagem do MHA neste problema, propõe-se uma solução assintótica em dupla
escala para a solução u"(x), na forma:

u(2) (x, y) = v0 (x) + "u1 (x, y) + "2u2 (x, y) , (2)

com y = x/", v0(x), uk (x, y) 2 C2 ([0, l]) para k = 1, 2, 1�periódicas em y. Substituindo
u(2)(x, y) na equação diferencial do problema PO, considerando o fluxo linearizado por um po-
linômio de Taylor no ponto ⇣ = dv0

dx + @u1
@y , obtém-se:

d

dx

"

�

 
x

"
,
du(2)

dx

!#

� f(x) = "�1

@�

@y
(y, ⇣)

�
+ "0


@�

@x
(y, ⇣) + (3)

+
@

@y

✓
@u1

@x
+

@u2

@y

◆
@�

@✏
(y, ⇣)

�
� f(x)

�
+ O(") .

E para que se cumpra a igualdade assintótica, ou seja, para que se tenha:
�����

d

dx

"

�

 
x

"
,
du(2)

dx

!#

� f(x)

����� = O("), (4)

toma-se u2 = 0, e obtém-se a seguinte equação para "�1:

@�

@y
(y, ⇣) = 0. (5)

Aplicando u(2)(x, y) também nas condições de contato e contorno, obtém-se a seguinte famı́lia
uniparamétrica de problemas para u1(x, y), a saber:

P
dv0
dx

L :

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

@�

@y

✓
y,

dv0

dx
+

@u1

@y

◆
= 0, y 2 (0, 1) � {c1}

r
�
⇣
y, dv0

dx + @u1
@y

⌘z

y=c1
= 0

Ju1Ky=c1
= 1

� �1

⇣
y, dv0

dx + @u1
@y

⌘ ����
y=c1

u1(0, 0) = u1 (l, 0) = 0

(6)
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A existência e unicidade da solução 1-periódica deste problema é dado pelo seguinte Lema,
generalizado para a condição de contato imperfeito do lema análogo encontrado em [2]:

Lema:: Seja ✏ um parâmetro e �(y, ✏) continuamente diferenciável por partes em [0,1].
Então, para todo x fixo, existem funções N1 (y, ✏) 1-periódicas em y que são solução de uma
famı́lia uniparamétrica de problemas P ✏

L com parâmetro ✏, definida por:

8
><

>:

@�
@y

⇣
y, ✏ + @N1

@y

⌘
= 0, y 2 (0, 1) � {c1}r

�
⇣
y, ✏ + @N1

@y

⌘z

y=c1
= 0; JN1Ky=c1

= 1
� �1

⇣
y, ✏ + @N1

@y

⌘ ����
y=c1

. (7)

A condição N1 (0, ✏) = 0 garante a unicidade da solução.
Garantindo a existência e unicidade da solução do problema na equação 6, se faz posśıvel

encontrar a lei efetiva (ou comportamento efetivo), que será a relação funcional entre a média
de � (�) e a média do gradiente de u1 (✏).

Do problema local para u1 (equação 6) , tem-se que o fluxo não depende de y no ponto
⇣ = dv0

dx + @u1
@y , logo:

�
✓

y,
dv0

dx
+

@u1

@y

◆
= �(x) ⌘ �. (8)

Agora, de isolar @u1/@y na equação 8, obtém-se:

@u1

dy
= '(y, �) �

dv0

dx
, (9)

onde '(y, �) é a inversa do fluxo �, garantida pelo Teorema da Função Impĺıcita. Agora,
aplicando a média sobre a célula periódica (representada por h.i), tem-se que:

u1|y=1 � Ju1Ky=c1 � u1|y=0 = h'(y, �)i �
dv0

dx
. (10)

Da condição de contato para u1, chega-se a:

�

�
= h'i(�) �

dv0

dx
. (11)

O fluxo efetivo �̂
⇣

dv0
dx

⌘
é determinado encontrando a relação, que está impĺıcita em (11), entre

� e dv0/dx (que será denotado por ✏).

Resultados

Será considerado um compósito bifásico, periódico, com uma fase (1) linear e a outra (2)
não linear. A não linearidade considerada será a do tipo potencial, com expoente n, a qual
modela importantes fenômenos, como deformação plástica e termoplasticidade, apresentando
geralmente n < 1 ([13], [4]):

�
✓

x

"
,
du"

dx

◆
=

(
K1

du"

dx , x 2 ⌦1

K2

⇣
du"

dx

⌘n
, x 2 ⌦2

. (12)

onde K1 e K2 são as propriedades de cada fase (módulo de elasticidade, condutividade térmica
ou elétrica, por exemplo).

Considerando o procedimento de aplicação do MHA no problema PO considerando o fluxo
como na equação 12, chega-se a seguinte equação para determinar a lei para o fluxo efetivo
(análoga a 11):

c1

K1
� +

c2

K1/n
2

�1/n +
�

�
� ✏ = 0, (13)
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onde c1 é a concentração da fase 1 (linear), e c2 da fase 2 (não linear). Adimensionalizando-se
os termos com � = K1/K2 e �/K1, a equação 13 torna-se:

�1/nc2

✓
�

K1

◆1/n

+
✓

c1 +
1

�k1

◆
�

K1
� ✏ = 0, (14)

com �k1 = �/K1. A fim de obter a lei efetiva, esta foi resolvida para diferentes valores dos
parâmetros n, c1, � e � envolvidos através de iteração de Newton.

Figura 1: Lei Efetiva para a condição de contato perfeito, em relação à diferentes valores do expoente

de não linearidade n.

Na Figura 1, é considerado o caso do contato perfeito (� ! 1), e determinou-se �̂ para
c1 = 0.1, e para diferentes valores de n (n  1) e �. Observando-a, é viśıvel o comporta-
mento puramente linear para n = 1. Este resultado confirma que o comportamento global do
compósito será linear, desde que ambas as fases sejam lineares. Além disso, a medida que n
decresce, o comportamento global se ”afasta”do comportamento linear, em ambos casos de �
considerados. O caso de � = 2 representa um compósito com uma famı́lia de materiais bifásicos
com propriedade linear duas vezes mais intensa, e � = 1/2 o mesmo, mas para a propriedade
não linear.

Figura 2: Lei Efetiva para a condição de contato perfeito, em relação à diferentes valores de concentração

das fases.
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Agora, na Figura 2, é fixado n = 1/3, e ainda considerado o contato perfeito, variando os
valores de concentrações das fases através de c1. Diante dos resultados obtidos, é visto que para
os dois casos de � avaliados, a medida que aumenta-se a concentração c1, o comportamento
global se aproxima do comportamento linear da fase 1, da mesma forma que a medida que
diminui-se c1, o comportamento global tende ao não linear da fase 2. Tendo em vista que
os dois casos extremos, c1 = 1 e c1 = 0, representam 100% de presença do material 1 e do
material 2, respectivamente, estes resultados mostram a influência das concentrações das fases
no comportamento efetivo.

Figura 3: Lei Efetiva para a condição de contato imperfeito, em relação à diferentes valores do parâmetro

�.

Finalmente, na Figura 3, é avaliado o comportamento efetivo para diferentes casos de contato
imperfeito, fixando-se c1 = 0.3 e n = 1/3, e variando-se o parâmetro �. Fica claro o comporta-
mento assintótico das leis efetivas obtidas para o caso do contato perfeito, quando � ! 1, visto
que a diferença entre as curvas na Figura 3 é praticamente impercept́ıvel para � > 50. Além
disso, percebe-se que no outro extremo, quando o valor de � é tomado menor (� ! 1), a lei
efetiva assume valores menores também.

Estes resultados para o contato imperfeito são coerentes quando pensa-se nas aplicações. No
caso de condutividade, por exemplo, quanto menor o valor de �, maior é a resistência ao fluxo de
calor na interface, ou seja, menor será o fluxo efetivo do material. E por maior que seja tomado
este valor, o fluxo efetivo não poderá superar o fluxo da situação ideal, que é o caso de contato
perfeito.

Em um contexto mecânico, o aumento da resistência da interface pode ser interpretado
como a diminuição da rigidez nesta. Assim, quanto menor o valor de �, menor essa rigidez,
o que resulta numa menor rigidez efetiva do compósito. Ou seja, o material se deforma mais,
quando submetido às mesmas tensões. Isto resulta em curvas de tensão-deformação com menor
inclinação, o que é visto também na Figura 3.

Conclusões

De forma geral, conclui-se primeiramente que o MHA é uma ferramenta eficaz na obtenção
da lei efetiva de compósitos microperiódicos, ainda que não lineares e apresentando contato
imperfeito entre as fases. A sua aplicação nestes problemas fornece resultados muito relevantes,
mostrando que a concentração de cada fase, o tipo de não linearidade e o contato imperfeito
entre as fases influencia diretamente o comportamento global do compósito.

Em suma, é vista a necessidade de expandir os resultados aqui obtidos, primeiramente para
diferentes tipos de não linearidade, a fim de aumentar a abrangência das aplicações do MHA.
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Ademais, se faz necessário considerar outras metodologias de homogeneização a afim de comparar
e validar os resultados aqui obtidos.
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Resumo: Atualmente muitas pessoas tem sofrido acidentes ou doenças que comprometem a 
mobilidade das diferentes condições motoras. A função do membro superior ou inferior é um 
dos principais problemas que interrompem as atividades do cotidiano destas pessoas. Com a 
finalidade de auxiliar essas pessoas a recuperar o membro afetado, muitos dispositivos 
robóticos de apoio para movimentos dos membros superiores e inferiores estão sendo 
desenvolvidos. O presente trabalho tem como objetivo a pesquisa e o desenvolvimento da 
modelagem matemática de um mecanismo robótico, com atuadores pneumáticos, aplicado na 
recuperação física de pacientes. Utiliza-se um atuador pneumático para que seja possível obter 
segurança para a operação e o controle da força. A metodologia utilizada na modelagem 
consiste da definição dos sistemas de coordenadas de referência e das relações cinemáticas a 
partir da convenção de Denavit-Hartenberg, da dedução das equações da dinâmica pela 
formulação de Lagrange e da inclusão da dinâmica do atuador pneumático com a não 
linearidade de atrito. Esta pesquisa aborda o desenvolvimento do robô para reabilitação a 
partir de uma metodologia de integração de modelagem matemática com as fases do processo 
de projeto. Portanto os resultados obtidos são um desenho modular para reabilitação de 
membros inferiores e que pode ser estendido para membros superiores. E também apresentar a 
proposta metodológica para facilitar o entendimento das relações matemáticas não lineares em 
mecanismos robóticos que é importante para fins de simulação, análise de desempenho e 
estratégias de controle. 
 
Palavras-chave: Modelagem Matemática, Atuadores Pneumáticos, Reabilitação Física, 
Modelagem Dinâmica 
 
1 – Introdução  

Diversos dispositivos robóticos estão sendo pesquisados e desenvolvidos para auxiliar o 
processo de reabilitação. A ciência da reabilitação mostrou que, na maioria dos casos, 
movimentos repetidos de membros humanos inferiores e superiores afetados, podem ajudar o 
paciente a recuperar as funções da lesão do membro. Existem três tipos de sistemas mecânicos 
usados para reabilitação de movimentos: robôs, manipuladores baseados em cabos e 
exoesqueletos. [2], [3], [6], [7].  
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A população de pacientes que necessitam de reabilitação física de membros inferiores e 
superiores está aumentando constantemente devido a capacidades perdidas em algum tipo de 
doença, lesão muscular ou acidente. Trabalhar em técnicas de reabilitação influencia a 
independência e qualidade de vida desses pacientes. Os dispositivos robóticos têm o potencial 
de ser uma ferramenta útil na reabilitação. No entanto, a disponibilidade desses dispositivos em 
ambientes clínicos é limitada, deixando muito espaço para melhorias e estimulando o 
desenvolvimento de novas estruturas. 

Estudos recentes mostraram que os exoesqueletos robóticos são usados no treinamento 
de reabilitação, a fim de melhorar as limitações de mobilidade e, consequentemente, contribuir 
para mudanças significativas na qualidade de vida. [9] 

Em [8], encontra-se um esboço otimizado de um manipulador a cabo, que se destina a 
reabilitação ou exercício de pacientes com problemas no ombro, como doenças, eventos 
traumáticos ou para idosos que precisam exercitar seus membros. 

O projeto e controle de um robô de três graus de liberdade para reabilitação de membros 
inferiores de um paciente após uma lesão medular, acidente vascular cerebral, distúrbio 
muscular ou cirurgia foi abordado em [1]. Neste caso o robô manipulador pode executar todos 
os exercícios ativos e passivos, bem como aprender movimentos de exercícios específicos e 
executá-los sem o fisioterapeuta através da interface homem-máquina. 

A formulação da modelagem matemática da dinâmica é importante e necessária, para 
que as simulações possam ser feitas e as leis de controle desenvolvidas para robôs 
manipuladores. Além disso, o modelo dinâmico também é útil no dimensionamento de peças e 
juntas de mecanismo, e para selecionar atuadores de robô. 

Este trabalho visa contribuir no campo da robótica de reabilitação, apresentando um 
projeto conceitual inicial de um dispositivo robótico modular robótico para reabilitação de 
membros inferiores. Primeiro, a descrição da bancada robotizada para reabilitação física de 
membros inferiores é apresentada seguida da formulação matemática para o dispositivo 
proposto. Finalmente, as conclusões deste trabalho e sugestões futuras são apresentadas. 
 
2 – Descrição da Bancada Robotizada para Reabilitação Física  
 

Esta seção tem como objetivo mostrar o projeto conceitual de um dispositivo para 
reabilitação física de membros inferiores. O mecanismo robótico proposto apresenta um 
movimento independente (flexão / extensão do joelho). Observa-se pela Figura1, o sistema 
robótico de reabilitação de membros inferiores que é divido em três principais componentes: 
mecanismo, sistema pneumático e sistema de controle. [4] 

 

 
Figura 1: Os principais componentes do protótipo do robô reabilitação de membros inferiores 

com acionamento pneumático. Adaptado [5]  
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Na Figura 1 apresenta-se a descrição do protótipo em desenvolvimento, o robô com 
acionamento pneumático que será utilizado como aplicação na reabilitação física de membros 
inferiores, construído em uma estrutura fixa com um grau de liberdade, de junta rotativa. 

Na Figura 2, mostra-se uma vista com os movimentos propostos para a reabilitação dos 
membros inferiores. O projeto prevê a construção de um protótipo, que será montado sobre uma 
cadeira convencional e a programação das trajetórias de movimento de referência por um 
fisioterapeuta. O mecanismo consiste de um conjunto de elos rígidos unidos por articulações e 
montados sobre uma cadeira, que tem a função de realizar os movimentos para os exercícios de 
reabilitação. 

 

 
Figura 2: Os movimentos do protótipo do robô reabilitação de membros inferiores com 

acionamento pneumático.  
 

O protótipo está sendo desenvolvido, projetado e testado no Núcleo de Inovação em 
Máquinas Automáticas e Servo Sistemas (NIMASS), que possui infraestrutura computacional e 
experimental adequada para a construção de uma bancada de testes para verificar/validar o 
desempenho da modelagem e do controle em atuadores pneumáticos. 
 
3 –Modelagem Matemática  
 

Nesta seção apresenta-se o modelo dinâmico de um robô para reabilitação física com 
um grau de liberdade (1 dof), mas podem ser estendidos para múltiplos graus de liberdade em 
função dos movimentos requeridos pela reabilitação. Este modelo matemático proporciona as 
equações que relacionam os torques gerados pelos atuadores nas juntas com o movimento da 
estrutura. Além disso, o conhecimento do modelo dinâmico de um manipulador robótico e de 
suas propriedades tem um papel fundamental nas estratégias de controle. 

O modelo dinâmico do mecanismo robótico proposto pode ser derivado pela 
Formulação de Lagrange. O estudo do comportamento dinâmico do mecanismo é muito útil 
para o projeto mecânico da estrutura, escolha de atuadores, determinação de estratégias de 
controle e simulação computacional do movimento do manipulador. [10] 

A Figura 3 mostra uma vista do protótipo com a indicação dos principais parâmetros 
conforme a convenção de Denavit-Hartenberg (D-H). [5], [10], [11] 
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Figura 3: Parâmetros de D-H para o robô reabilitação de membros inferiores com 

acionamento pneumático 
 
O atuador é localizado por meio dos pontos A e B, onde o ponto A é solidário e fixo ao 

elo 0 (Base Fixa) e pode ser descrito pelas coordenadas (xA, yA) no sistema de referência do elo 
0. E analogamente o ponto B é fixo ao elo 1 e pode ser descrito pelas coordenadas (xB, yB) no 
sistema de referência do elo1. Onde q é a variável de junta e a1 é a distância normal comum 
entre o eixos das juntas. 

As equações de Lagrange são expressas por 
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Onde [  é a força generalizada associada à coordenada generalizada q , UKL �  é o 
lagrangeano do sistema mecânico; K  é a energia cinética e U  é a energia potencial do sistema. 
 

A Energia Cinética 
1lK  para o elo 1 é dada pela equação (2). 
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Onde 
1lm é a massa do elo 1; 1l  a distância entre o centro de massa e eixo da junta 1; 

1lp�  é a velocidade linear do centro de massa; 1w  é a velocidade angular do elo 1; 1R  é a matriz 

de rotação do elo 1 para a base fixa; 1
1lI  é uma matriz simétrica e representa o tensor de inércia 

relativo ao centro de massa do elo 1, em que o vetor de coordenadas generalizadas é 1T q . 
Então, observando-se a Figura 4, deduzimos a Cinemática através da Convenção 

Denavit-Hartenberg: 
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Figura 4: Descrição da Cinemática do elo 1 para a Formulação de Lagrange 

 
Portanto a Energia Cinética 

1lK  no elo 1 é dado pela equação 3. 
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Agora calcula-se a energia Potencial 

1lU para o caso do elo 1: 
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Onde og  é a aceleração da gravidade. E neste caso 
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Logo a energia Potencial 
1lU  para o elo 1 é dado pela equação 5 

� 1111
TclgmU ll ���� � (5) 

Substituindo na Equação 1, a equação da energia Cinética obtida em (3) e a equação da 
energia Potencial obtida em (5) chega-se à formulação de Lagrange apresentada na equação (6). 

� � � 1111
12

1 11
WTT  ����� slgmIlm lzzl

�� �� (6) 

Onde 1W  é o vetor das forças do movimento da junta 1. 
Combinando a modelagem dinâmica do elo 1 dado por (6), com a dinâmica do atuador 

pneumático dado por L
T

fJ W , que expressa o vetor dos torques W  de acionamento da 
articulação como uma função do vetor de força de carga Lf  no atuadores lineares. Desta forma, 
podemos escrever a equação (7). 
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Onde 
T

J  é definida como a matriz Jacobiana do atuador, a qual mapeia as velocidades 
dos atuadores com as velocidades no espaço das juntas. 

Nesta seção, explicamos brevemente a modelagem matemática de um robô para 
reabilitação física com um grau de liberdade acionado por atuador pneumático, mas pode ser 
estendido para sistemas de múltiplos graus de liberdade em função dos movimentos requeridos 
pela reabilitação. 

Considerando-se um robô de n graus de liberdade (veja Figura 5), pode-se obter o 
modelo dinâmico no espaço das juntas por meio da equação de Lagrange e escrever na forma de 
matriz compacta, conforme equação (8). 

W �� )(),()( qGqqqCqqH ���� �� ����

Onde q�  é o vetor de velocidades das juntas; q��  é o vetor de aceleração das juntas; 
)(qH  é a matriz de inércia simétrica, ),( qqC �  é a matriz que representa os efeitos centrífugos e 

de Coriolis e )(qG  é o vetor que representa o momento gerado em cada eixo de junta referente 
a gravidade. 

 

 
Figura 5: Desenho de um robô de juntas rotativas acionado por atuadores lineares. 

Adaptado [11] 
 
Portanto, mostrou-se neste trabalho a dedução da modelagem matemática da relação 

dinâmica do acionamento pneumático de uma bancada robotizada como estratégia de pesquisa 
empregada em uma potencial aplicação na reabilitação de membros inferiores. 
 
4 – Conclusões  
 

Este trabalho mostrou o desenvolvimento e a modelagem matemática de um novo 
mecanismo robótico, acionado pneumaticamente, para reabilitação de membros inferiores. As 
relações matemáticas não-lineares deduzidas para o mecanismo robótico permitiram obter o 
movimento funcional desejado para a reabilitação do membro inferior. Estudos futuros devem 
investigar estratégias para o controle e assistência ao movimento articular humano. 
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Resumo 
 
No presente trabalho buscou-se realizar a modelagem estatística de um processo de Destilação 
por Membrana por Contato Direto (DMCD) aplicado ao tratamento de águas residuais da 
indústria têxtil com soluções sintéticas dos corantes preto reativo e preto disperso e membrana 
plana comercial de poli(tetrafluoretileno) (PTFE). Foi empregado um delineamento composto 
central rotacional constituído de um planejamento fatorial 23, com repetições no ponto central 
e ao nível de 95% de confiança. Vazão de alimentação, (Va), vazão de permeado (Vp) e 
temperatura de alimentação (Ta) foram as variáveis independentes, fluxo final (J) e a taxa de 
rejeição de cor (TR) as variáveis dependentes. Observou-se que a temperatura de alimentação 
é o efeito mais significativo para as duas classes de corantes estudadas. No caso do corante 
reativo, a vazão de permeado seguida da interação entre esta variável e a vazão de 
alimentação foram os efeitos de maior significância. Já com o corante disperso, a vazão de 
permeado também se apresentou significativa, mas a interação observada foi entre esta 
variável foi a temperatura de alimentação. Foi observado que a taxa de rejeição de cor não 
depende das condições operacionais e sim das características das membranas e dos corantes. 
Por fim, obteve-se o modelo de regressão para o fluxo do permeado, sendo este considerado 
como adequado para representação do fluxo de permeado do processo devido ao elevado ajuste 
(R2) obtido e a distribuição normal de resíduos.  
 
 
Introdução 
 

A indústria têxtil produz uma grande quantidade de águas residuais, onde o efluente 
gerado está contaminado com corantes e diversas outras substâncias nocivas. Mokhtar e 
colaboradores [1] indicam que o processo de tingimento é a maior fonte poluidora das águas 
residuais têxteis. O tecido retém apenas certa quantidade de corante durante o processo, 
resultando na emissão de efluentes altamente coloridos. Embora o consumo de água varie 
dependendo do processo e tipo de tecido, geralmente é em torno de 2,5-932 L por kg de produto 
[2]. Portanto, as indústrias têxteis precisam de alternativas para impedir que uma alta produção 
de águas residuais seja descartada sem tratamento adequado. Sob estas condições, projetos para 
diminuição da geração de efluentes aquosos e a possibilidade de reuso de água vem sendo 
estudados. 

A Destilação por Membrana (DM) é uma tecnologia avançada de separação térmica, em 
que uma solução aquosa é destilada através de uma membrana hidrofóbica porosa, permitindo a 
completa rejeição dos componentes não voláteis na alimentação, como sais. O processo pode ser 
operado a temperaturas relativamente baixas e pode, portanto, utilizar fontes térmicas 
sustentáveis, como a energia solar, ou mesmo fontes potencialmente livres, como fluxos de 
calor residual de fábricas [3].  

O processo vem conquistando espaço como uma técnica de separação proporcionando 
recuperação e tratamento de efluentes da indústria têxtil. Várias configurações são possíveis 
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para os processos de DM, porém a de contato direto (DCMD) é a forma mais simples, 
econômica e eficiente para o tratamento de águas residuais têxteis. Uma das vantagens é que as 
águas residuais têxteis são geralmente descarregadas em torno de 90°C e, portanto, não há 
necessidade de energia térmica para aquecê-las no processo [2]. E uma desvantagem é o de 
incrustações (fouling) que é também presente na DCMD, porém em intensidade 
significativamente menor. 

O desempenho dos sistemas de destilação por membrana pode ser incrementado por 
meio da avaliação das condições de operação ou configuração do sistema. Tais esforços podem 
melhorar a permeabilidade da membrana ou reduzir a polarização da temperatura para alcançar 
maiores fluxos, taxas de rejeição de cor e eficiência energética. Dessa forma, a utilização de 
metodologias como planejamento experimental permite o conhecimento do processo de forma 
sistemática, levando a possibilidade de exercer melhorias sobre o mesmo. É possível obter 
informações específicas de todos os tratamentos e observar efeitos de interação, o que não tem 
sido realizado nos estudos envolvendo destilação por membranas. Apesar de já ser conhecida a 
influência de algumas variáveis no desempenho do processo, pouco se tem estudado sobre a 
interação entre efeitos. Pode-se destacar também que as condições operacionais avaliadas são 
testadas em uma faixa relativamente pequena, o que não se observa ao utilizar um planejamento 
fatorial.  

Assim, o objetivo deste trabalho foi avaliar a influência das variáveis do processo e de 
suas possíveis interações e, obter desta forma a modelagem estatística do processo de destilação 
por membranas de contato direto aplicado a águas residuais da indústria têxtil. Duas classes de 
corante foram avaliadas: reativo e disperso, que correspondem a maioria dos corantes utilizados 
em tingimentos.  
 
Material e métodos 
 

Foi aplicado um delineamento composto central rotacional 23 com três repetições no 
ponto central utilizando os seguintes fatores: vazão de alimentação (Va), vazão de permeado 
(Vp) e temperatura de alimentação (Ta). Foram empregadas soluções sintéticas de corante preto 
reativo e preto disperso e membranas planas comerciais de PTFE que apresentaram os melhores 
resultados permeabilidade com o processo de DMCD de acordo com a literatura [4]. Como 
variáveis dependentes foram definidas: fluxo final (J) e taxa de rejeição (TR). Na Tabela 1 são 
apresentados os níveis das variáveis independentes do delineamento experimental seguido neste 
trabalho. Por meio dos resultados do planejamento foram determinados os coeficientes de 
regressão para a resposta de interesse do processo e realizada análise de variância (ANOVA) a 
um nível de significância de 5%. Os dados obtidos por meio dos experimentos foram analisados 
utilizando o software Statistica versão 13 para Windows. 
 
Tabela 1: Valores dos níveis das variáveis independentes do planejamento fatorial empregado 
no processo DMCD aplicado às águas residuais têxteis com corantes reativo e disperso. 

Condições Axiais 
(-α) 

Inferior 
(-1) 

Central 
(0) 

Superior 
(+1) 

Axiais 
(+α) 

Va 1,3 2 3 4 4,7 
Vp 0,2 0,4 0,7 1 1,2 
Ta 60 66 75 84 90 

 
Na Figura 1 é ilustrado um diagrama esquemático da unidade utilizada nos 

experimentos. A unidade apresenta um lado de alimentação (quente) e um lado oposto de 
permeado (frio), ambos mantidos em circulação durante operação. No lado da alimentação a 
corrente flui tangencialmente à camada ativa da membrana e o permeado, tem o fluxo 
tangencial do lado oposto da camada ativa da membrana. Amostras dos reservatórios de 
alimentação e de permeado foram retiradas para análise do fluxo de permeado e da rejeição de 
cor. Assim, foi avaliado o fluxo final de permeado, J (kg.m-2.h-1) segundo a Equação 1, e a taxa 
rejeição de cor da membrana, TR (%) segundo a Equação 2. 
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Figura 1: Diagrama esquemático da unidade experimental utilizada 

 
𝐽 = ∆𝑀

𝐴 𝑥 ∆𝑡                                                                                  (1) 
 

onde M é a massa de permeado coletado (kg), A a área efetiva da membrana (m²) e Δt o tempo 
total do processo (h). 

 
TR = CA−CP

CA
x 100 = 1 − CP

CA
 x 100                                            (2) 

 
 

onde CA é a concentração do corante no lado de alimentação e CP a concentração do corante no 
lado do permeado. 

 
 
Resultados e Discussão 
 

Na Figura 2 é mostrado os resultados do diagrama de Pareto para o corante preto 
reativo, onde a magnitude dos efeitos é representada pelas colunas, enquanto que a linha 
transversal às colunas representa a magnitude dos efeitos ao nível de significância de 5%.  
 

 
Figura 2: Diagrama de Pareto com a estimativa dos efeitos significativos (α=0,05) do efluente 

de corante PR das variáveis independentes estudadas relacionadas ao fluxo de permeado. 
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Analisando a figura observa-se os efeitos e a ordem de influência das variáveis 

independentes na resposta. As variáveis Ta linear e Vp quadrático e linear apresentam efeitos 
significativos ao nível de confiança de 95% em relação ao fluxo final, bem como interação Va e 
Vp. Observa-se também que os efeitos são positivos, ou seja, ao passar do nível mais baixo para 
o mais alto há um aumento no valor de fluxo de permeado. 
 A temperatura de alimentação é um dos parâmetros mais importantes. O incremento 
desta variável aumenta a pressão parcial interfacial e, subsequentemente o fluxo transmembrana 
[5]. Ali et al. [6] explicam que o fluxo de permeado aumenta exponencialmente com o 
acréscimo da temperatura da alimentação. Isso indica que a temperatura de alimentação 
contribuiu principalmente para maior gradiente de pressão de vapor, aumentando a transferência 
de massa que corresponde ao padrão de fluxo de alta permeabilidade. A principal razão para o 
aumento do fluxo de água é que o aumento da temperatura entre a alimentação e o permeado 
aumentou a força motriz da pressão de vapor através da membrana, resultando em uma 
condução significativa e perda de calor latente, promovendo uma grande diferença de 
temperatura entre a solução em massa e a superfície da membrana. 
 Para o efluente de corante preto disperso a análise estatística dos fatores estudados ao 
nível de significância de 95% também é apresentada por meio de Diagrama de Pareto, conforme 
a Figura 3. 
 

 
Figura 3: Diagrama de Pareto com a estimativa dos efeitos significativos (α=0,05) do efluente 

de corante PD das variáveis independentes estudadas relacionadas ao fluxo de permeado. 
 
 As variáveis Ta linear, Vp quadrático e linear, Va quadrático e a interação Vp e Ta 
apresentam efeitos significativos em relação ao fluxo final ao nível de 95% de confiança. Assim 
como observado para o estudo realizado com o corante reativo, a temperatura de alimentação se 
apresentou como a variável de maior influência sobre o processo. Porém, os ensaios com o 
corante disperso estudado apresentou diferente fluxo de permeado assim como magnitude dos 
efeitos dos fatores estudados. Este resultado é atribuído ao fato de que o fluxo de permeado está 
fortemente relacionado às propriedades químicas das classes dos corantes e à sua interação com 
a membrana. 
 Em relação a taxa de rejeição de cor, observou-se que os fatores não são 
estatisticamente significativos ao nível de 95% de confiança dos experimentos dos dois corantes 
estudados. Vale ressaltar que o efeito de não significância nesse caso é válido, já que a taxa de 
rejeição de cor apresentou seus valores máximos em todos os experimentos para os dois 
corantes. Obteve-se o valor máximo de 99,34% para o corante preto reativo e 99,35% para o 
corante preto disperso, e os valores mínimos de 98,76% e 98,73% respectivamente com os 
corantes preto reativo e disperso. Esse fato pode ser explicado devido à alta hidrofobicidade da 
membrana de PTFE, que provoca que o efeito de repulsão das gotas da solução de alimentação 
sobre as membranas o que minimizou o contato tanto do corante reativo, como disperso com a 
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membrana, dificultando a sua permeação através dos poros da membrana. Dessa forma, foi 
observado que a rejeição de cor não depende das condições operacionais e sim das 
características das membranas e dos corantes. 
 O ajuste do modelo foi realizado por análise de variância (ANOVA), apresentada nas 
Tabelas 2 e 3 para os dois corantes avaliados. O valor de F calculado foi superior ao tabelado, 
portanto é válido com o nível de confiança de 95 % estudado.  
 
Tabela 2: Análise de Variância para o corante preto reativo 

Fator Soma dos 
 quadrados 

Graus de  
Liberdade 

Quadrado 
médio 

Fcal p 

(1)Va (L) 149,313 1 149,313 4,81623 0,052923 
Va (Q) 48,213 1 48,213 1,55516 0,240792 

(2)Vp (L) 273,904 1 273,904 8,83505 0,013989 
Vp (Q) 453,391 1 453,391 14,62456 0,003350 

(3)Ta (L) 1105,862 1 1105,862 35,67066 0,000137 
Ta (Q) 8,587 1 8,587 0,27698 0,610164 
Va, Vp 155,761 1 155,761 5,02423 0,048881 
Va,Ta 18,301 1 18,301 0,59032 0,460053 
Vp,Ta 2,531 1 2,531 0,08165 0,780908 
Erro 310,020 10 31,002   
Total 3037,770 19    

 
Tabela 3: Análise de Variância para o corante preto disperso 

Fator Soma dos 
 quadrados 

Graus de  
Liberdade 

Quadrado 
médio 

Fcal p 

(1)Va (L) 12,264 1 12,264 1,4059 0,274418 
Va (Q) 52,590 1 52,590 6,0288 0,043762 

(2)Vp (L) 519,286 1 519,286 59,5293 0,000115 
Vp (Q) 83,425 1 83,425 9,5636 0,017505 

(3)Ta (L) 1251,841 1 1251,841 143,5070 0,000006 
Ta (Q) 4,175 1 4,175 0,4786 0,511362 
Va, Vp 0,405 1 0,405 0,0464 0,835544 
Va,Ta 0,180 1 0,180 0,0206 0,889827 
Vp,Ta 85,805 1 85,805 9,8364 0,016464 
Erro 61,062 7 8,723   Total 2040,195 16     

Nas Equações 3 e 4 são apresentados os modelos de regressão obtidos para o fluxo de 
permeado para os efluentes de corante preto reativo e preto disperso, respectivamente. Somente 
as variáveis que apresentaram significância estatística são consideradas.  
 
 

 J = 42,37 + 4,19Vp + 8,43Ta + 5,57Vp2 + 4,41VaVp                             (3) 
 

J = 40,23 + 6,20Vp + 9,60Ta + 2,11Va2 +2,76Vp2 + 3,26VpTa                         (4) 
 

Para verificar a qualidade do ajuste do modelo linear calculou-se o coeficiente de 
determinação (R2). Tem-se: R2 = 0,89794 para o modelo referente ao corante preto reativo e R2 
= 0,97007 para o modelo que corresponde ao corante preto disperso. A partir do modelo 
matemático observa-se que as variáveis estudadas e que se apresentaram significativamente 
importante são positivas, indicando que quando maior forem Ta, Va e Vp, maior será o fluxo de 
permeado. 
 Nas Figuras 4 e 5 são apresentados os gráficos de resíduos em torno da reta normal, 
respectivamente para modelos obtidos a partir dos resultados com os corantes reativo e disperso.  
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Figura 4: Distribuição dos resíduos em torno da reta normal para o modelo obtido com o corante 

reativo 
 

 
Figura 5: Distribuição dos resíduos em torno da reta normal para o modelo obtido com o corante 

disperso 
  
 Observa-se em ambos os casos que não há uma tendência positiva ou negativa dos 
dados, indicando natureza aleatória dos resíduos e variância constante. 
 
Conclusões 
 

Os resultados obtidos permitiram identificar o comportamento do fluxo de permeado e 
da taxa de rejeição ao corante no processo de destilação por membranas aplicado a recuperação 
de águas residuais da indústria têxtil. Verificou-se que em relação a taxa de rejeição, nenhuma 
das variáveis estudadas apresentou significância ao nível de 95%, e que quando o fluxo de 
permeado a temperatura de alimentação é o efeito mais significativo para as duas classes de 
corantes preto estudadas: reativo e disperso. 

O modelo obtido permite avaliar prever que quando maior forem temperatura e vazão 
de alimentação, bem como vazão de permeado, maior será o fluxo de permeado. Ainda, a 
identificação de que existe interação entre determinadas variáveis foi possível por meio da 
metodologia estatística empregada.  
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Resumo: Recentemente, colunas de destilação de película descendente com baixo consumo 
energético e dimensões reduzidas foram propostas, como uma nova configuração 
energeticamente intensificada de destilação. Porém o comportamento dinâmico destas novas 
colunas de destilação intensificadas energeticamente ainda não avaliado. Este trabalho propõe 
a identificação de um modelo empírico (funções de transferência) que represente de forma 
adequada a resposta transiente não-linear de uma unidade piloto multitubular de destilação de 
película descendente assistida por termossifão. Uma mistura modelo de etanol e água foi 
utilizada nos testes experimentais em condição atmosférica. Experimentos sob condições 
transientes foram realizados a partir de perturbações do tipo degrau na temperatura pré-
aquecimento da corrente de alimentação, na potência fornecida para a câmara de vapor, e na 
composição mássica de etanol na corrente de alimentação. Para determinação dos parâmetros 
das funções de transferências foi utilizado o “Método de Otimização” que é baseado na técnica 
de regressão não-linear. Um modelo empírico simplificado de primeira ordem foi capaz de 
descrever adequadamente a resposta dinâmica não-linear das temperaturas da base e do topo 
da unidade de um sistema intensificado de destilação de destilação de película descendente. O 
maior ganho do processo em estado estacionário foi observado para a perturbação na 
composição mássica de etanol na corrente de alimentação, porém com um efeito negativo sobre 
a resposta dinâmica da unidade. Um novo estado estacionário é alcançado mais lentamente 
para o distúrbio na temperatura de pré-aquecimento. Como uma consequência da forma de 
operação e das características construtivas do sistema estudado, a resposta dinâmica deste 
sistema ocorre instantaneamente, e dessa forma o tempo morto pode ser negligenciado. Estes 
resultados são ferramentas úteis no entendimento das características essenciais do processo 
durante condições transientes, e também no projeto apropriado de estratégias de controle para 
esta nova configuração energeticamente intensificada de destilação. 
 
Palavras-chave: Sistema energeticamente intensificado; Destilação de película descendente; 
Resposta transiente; Funções de transferência; Dinâmica de primeira ordem.  
 
1. Introdução  
 

A destilação é uma operação unitária de transferência de calor e massa tradicionalmente 
com baixa eficiência termodinâmica. Essa limitação tem motivado uma preocupação em relação 
a melhoria na eficiência da operação de destilação, seja aumentando-se o rendimento de um 
determinado produto ou diminuindo-se a energia necessária para efetivar a separação. Ao longo 
dos anos, várias configurações de colunas intensificadas energeticamente de destilação foram 
propostas visando a redução do consumo energético do processo de destilação. Processos 
intensificados energeticamente possuem várias vantagens em relação à destilação convencional 
como redução do tamanho dos equipamentos e plantas industriais (baixo investimento de 
capital), melhorias na eficiência e segurança dos processos, e redução do consumo de energia 
(baixo custo operacional) [1]. 

Anais do I Encontro Regional de Matemática Aplicada e Computacional do Vale do Itajaí(ERMAC-2019), Blumenau-SC

Página 307
ISBN: 978-65-80460-31-1



Recentemente, foi proposta uma nova configuração intensificada energeticamente de 
destilação de película descendente que emprega um sistema de fornecimento de calor do tipo 
câmara de vapor (termossifão bifásico) para efetuar o processo de separação com melhor 
eficiência energética [2]. Na configuração proposta, a película de líquido formada pela corrente 
de alimentação escoa em fluxo descendente e em contracorrente o vapor é gerado, enquanto que 
a temperatura da parede do tubo de destilação é mantida aquecida e radialmente constante 
através do calor da câmara de vapor, termossifão bifásico [3]. Algumas vantagens dessa 
tecnologia é operar em pressão atmosférica, dimensões reduzidas e menor consumo energético 
[4,5]. 

Para a configuração intensificada energeticamente em questão, os poucos estudos 
relatados na literatura são baseados em análises do estado estacionário, a fim de avaliar o 
desempenho de separação deste novo sistema intensificado de destilação de película 
descendente frente a diferentes misturas e condições experimentais [3,4,6]. No entanto, em uma 
operação em escala comercial, o processo de destilação pode estar sujeito a flutuações ou 
perturbações nas variáveis de entrada. Portanto, é essencial avaliar o comportamento dinâmico 
das variáveis de saída deste processo com base nas mudanças nas variáveis de entrada em 
função do tempo. Com relação a colunas de destilação convencionais, várias pesquisas tratam 
do desempenho dinâmico sob condições operacionais transitórias [7–10], entretanto, para 
sistemas intensificados energeticamente de destilação de filme descendente o comportamento 
dinâmico ainda é desconhecido. 

O principal objetivo deste trabalho foi determinar em malha aberta os parâmetros das 
funções de transferência a partir da resposta transiente das temperaturas do topo e da base de 
uma unidade intensificada de destilação de película descendente assistida por termossifão frente 
a distúrbios aplicados na temperatura pré-aquecimento da corrente de alimentação, na potência 
fornecida para a câmara de vapor, e na composição mássica de etanol na corrente de 
alimentação. Estes parâmetros serão ferramentas úteis no entendimento das características 
essenciais do processo durante condições transientes, e também no projeto adequado de 
estratégias de controle para este novo processo intensificado de destilação. 
 
2. Material e Métodos  
 
2.1 Descrição da unidade de destilação piloto   
 

Os experimentos sob condições transientes foram realizados em uma unidade piloto 
multitubular (nove tubos verticais de destilação de película descendente) equipada com um 
termossifão bifásico, processando uma mistura de etanol e água. Esta unidade multitubular 
intensificada energeticamente destilação de película descendente foi construída em aço 306 e 
opera sob regime contínuo, pressão atmosférica e uma condição de refluxo externo zero. Alguns 
periféricos foram incorporados a unidade piloto multitubular como tanque acumulador, tanque 
pulmão, tanque de mistura, condensador, termossifão bifásico, bomba helicoidal e banho 
termostático.  

A mistura a ser separada é pré-aquecida por meio de um banho termostático modelo USH 
400 (Lauda, Lauda-Königshofen, Alemanha), e depois alimentada no topo da coluna de 
destilação por meio de uma bomba de cavidade progressiva (helicoidal) de modelo 
NM021BY02S12B (Netzsch, Pomerode-SC, Brasil) e então forma-se um filme líquido 
descendente que escorre sobre a superfície interna de cada um dos nove tubos verticais de 
transferência de calor e massa, cada tubo possui 1 m de altura, 26,4 mm de diâmetro e com 3 
mm de espessura.  Esse filme escoa em contracorrente com o vapor gerado a uma determinada 
pressão e temperatura, enquanto que radialmente a temperatura da parede que envolve os tubos 
verticais de transferência de calor e massa é mantida constante por meio do evaporador. Uma 
fotografia da unidade piloto multitubular incluindo os principais periféricos associados a essa 
unidade e o arranjo dos noves tubos de destilação em relação à câmara de vapor são 
apresentados na Figura 1. 
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Figura 1: Fotografia da unidade piloto multitubular de filme descendente incluindo os principais 
periféricos (a) e o arranjo dos noves tubos de destilação na unidade piloto multitubular de filme 

descendente em relação à câmara de vapor (b). 
 

O fornecimento de calor da unidade piloto multitubular de filme descendente é realizado 
por meio de uma câmara de vapor do tipo termossifão empregando-se um evaporador que utiliza 
vapor de água como fluído térmico. O evaporador é formado por resistências elétricas 
totalizando uma potência máxima de 36 kW. Devido às características do termossifão, o modo 
de fornecimento de energia tanto pode ser realizado isotermicamente quanto impondo um perfil 
de temperatura ao longo do tubo de destilação (ver mais detalhes em Da Silva et al. [3]). Neste 
trabalho apenas o modo isotérmico de fornecimento de energia foi avaliado. Com intuito de 
evitar a perda de calor para o ambiente a unidade e seus periféricos são isolados utilizando lã de 
rocha.   

Pontos de aquisição de temperatura utilizando termopares do tipo K (modelo TT-K-36, 
Omega, Stamford, Estados Unidos) foram instalados no topo e na base da coluna de destilação. 
Estas temperaturas foram monitoradas em tempo real por meio de um sistema de aquisição de 
dados modelo CR1000, combinado com multiplexador modelo AM25T (ambos da Campbell 
Scientific, Utah, Estados Unidos), e utilizadas na identificação dos parâmetros empíricos das 
funções de transferência.  

 
2.2 Procedimento experimental em malha aberta  
 

Perturbações do tipo degrau aplicadas na temperatura pré-aquecimento da corrente de 
alimentação, na potência fornecida para a câmara de vapor, e na composição mássica de etanol 
na corrente de alimentação foram empregadas para estimar os parâmetros empíricos das funções 
de transferência. Uma “condição de referência” foi utilizada como “ponto inicial do processo”: 
87,50 ºC (temperatura de pré-aquecimento - P AT � ); 245,00 kg·h-1 (vazão mássica da corrente de 
alimentação - Am ); 33,70% (potência fornecida para a câmara de vapor - EVAPP ); e 13,00% 
(composição mássica de etanol na corrente de alimentação - ,EtOH AX ).  

(a) (b) 
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Para identificação dos parâmetros das funções de transferência, foi considerado um 
período de 0,50 h antes do distúrbio (referido como “ponto inicial do processo”) e os ensaios 
experimentais foram conduzidos por aproximadamente 2,00 h após os distúrbios aplicados. Um 
período total de 2,50 h foi utilizado na identificação das funções de transferência a partir do 
comportamento transiente do processo. O comportamento dinâmico da unidade piloto de 
destilação em termos da temperatura da base ( BT ) e a da temperatura do topo ( TT ) foram 
estudadas a partir da aplicação de perturbações positivas na temperatura de pré-aquecimento da 
corrente de alimentação (+20,00 ºC), na potência fornecida para a câmara de vapor (+25,60%) e 
na composição mássica de etanol na corrente de alimentação (+8,55%). 
 
2.3 Método para obtenção dos parâmetros das funções de transferência de primeira ordem  
 

Os modelos empíricos de primeira ordem foram obtidos a partir dos dados experimentais 
utilizando a técnica de regressão não-linear. O modelo de primeira ordem com tempo morto 
pode ser expresso seguindo a Equação 1. 

 
( ) ( ) ( )P P

dy t y t K u t
dt

W T� � � � �                       (1) 

Onde � �y t  é a variável dependente de saída em função do tempo, � �u t  é a variável 

independente de entrada em função do tempo, PW  é a constante de tempo do processo, PK  é o 
ganho do processo em estado estacionário e T  é tempo morto do processo.  

A Equação 2 pode ser utilizada para estimar o ganho do processo em estado estacionário e 
a constante de tempo do processo, ambos do modelo empírico de primeira ordem.  

� � � �0 1 01 0 0
1P P

t t

P jj
Ky y yu e e u uW W

T

�' �'

� ��
 � � � � � � �§ · �¨ ¸

© ¹
                      (2) 

Onde t'  é o comprimento do passo de tempo, 0y  é o valor de saída inicial, 0u  é o valor de 
entrada inicial, 1jy �  é o valor de entrada do passo anterior, 1ju �  é o valor de saída do passo 
anterior, T  é tempo morto do processo. 

Os parâmetros desconhecidos do modelo de primeira ordem representado pela Equação 2 
foram identificados a partir da minimização da soma dos quadrados dos resíduos (SQres). A 
ferramenta Solver do Microsoft Excel 2016 foi empregada para minimizar o SQres, que é 
representado pela Equação 3 [11,12]. 

 
2

1
( )

N

j j
j

SQres y y
 

 �¦                (3) 

Onde o subscrito j na Equação 3 representa o ponto experimental, N é o número total de pontos 
experimentais utilizados, jy é o dado experimental de saída e jy é o dado previsto pelo modelo 

correspondente ao dado experimental de saída.  
A validação dos parâmetros do modelo empírico (funções de transferência de primeira 

ordem) foi realizada a partir da comparação entre a resposta transiente experimental e a resposta 
transiente prevista pelo modelo, esta comparação é mensurada por meio do ajuste ou “Fit” 
(Equação 4). 
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Onde o subscrito j na Equação 4 representa o ponto experimental, N é o número total de pontos 
experimentais utilizados, jy  é o dado experimental de saída, jy  é o dado previsto pelo modelo 

correspondente ao dado experimental de saída e y  é a média de todos os dados experimentais.  
 
3. Resultados e Discussão  
 

Na Figura 2 é apresentado os perfis da resposta transiente experimental e da prevista pelo 
modelo empírico. É possível notar um ajuste satisfatório entre o comportamento dinâmico 
experimental e a função de transferência de primeira ordem. O modelo empírico de primeira 
ordem foi adequado para descrever a resposta dinâmica para as temperaturas da base ( BT ) e do 
topo ( TT ) da coluna de destilação a partir do distúrbio na temperatura de pré-aquecimento 
apresentando um valor de ajuste maior que 0,9583 (ver Figura 2 (a)). Como pode ser observado 
na Figura 2 (b), para o distúrbio na potência fornecida para a câmara de vapor, o modelo 
dinâmico de primeira ordem também foi adequado para representar a resposta transiente das 
variáveis de saída. Para este caso, o coeficiente de ajuste foi maior que 0,9880. Os coeficientes 
de ajuste, na Figura 2 (c), foram maiores que 0,9391 para o distúrbio na composição mássica de 
etanol na corrente de alimentação em relação as temperaturas da base e do topo avaliadas.  

 

 
Figura 2: Comparação entre a resposta dinâmica experimental (linha tracejada, ····) e a resposta 
prevista pelas funções de transferência de primeira ordem (linha sólida, ––) para os distúrbios na 

temperatura de pré-aquecimento (a), na potência fornecida à câmara de vapor (b), e na composição 
mássica de etanol na corrente de alimentação (c).  

 
É importante notar também que após a aplicação das perturbações, a resposta dinâmica do 

sistema é instantânea (conforme pode ser visualizado na Figura 2). Pode-se então considerar que 
o valor do tempo morto é zero. Caraterísticas deste novo sistema intensificado de destilação, 
como baixo tempo de residência (em torno de 7,88 s), e o fornecimento de calor da unidade 
piloto que é realizado isotermicamente ao longo da altura da coluna de destilação, são 
responsáveis por esse comportamento. O valor calculado para o tempo de residência aparece ser 
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consistente quando comparado com os resultados de Stefanov e Hoo [13], que reportaram o 
valor de tempo de residência em torno de 7,00 s para um evaporador de película descendente. 

Na Tabela 1 são resumidos os parâmetros das funções de transferência de primeira ordem 
obtidos a partir da regressão não-linear utilizando os dados experimentais de resposta transiente 
para cada distúrbio aplicado. Todos os valores para a constante de tempo do processo são 
apresentados em minutos. A partir da análise dos valores das constantes de tempo do processo é 
possível concluir que o distúrbio na temperatura de pré-aquecimento apresenta um longo 
período transiente, ou seja, uma resposta dinâmica lenta, enquanto que a resposta dinâmica para 
o distúrbio na composição mássica de etanol na corrente de alimentação apresenta um curto 
período transiente, ou seja, uma resposta dinâmica mais rápida. Para o distúrbio na temperatura 
de pré-aquecimento o valor do ganho do processo em estado estacionário foi próximo a 0,13 °C por 
unidade de temperatura de pré-aquecimento. O sinal negativo observado no ganho do processo em 
estado estacionário para o distúrbio na composição mássica de etanol na corrente de alimentação 
indica uma interação negativa entre o distúrbio e a resposta transiente das temperaturas da base e do 
topo.  

 

 
Distúrbio 

PAT  (ºC)  EVAPP  (%)    ,EtOH AX (%) 

Variável  PK  PW  Fit   PK  PW  Fit   PK  PW  Fit  

TT  (ºC) 0,1333 15,3869 0,9583  0,2945 7,0288 0,9880  -0,3225 1,0660 0,9399 

BT  (ºC) 0,1333 18,0466 0,9722  0,3018 5,6467 0,9926  -0,3333 1,8190 0,9391 

 
Tabela 1: Parâmetros do modelo dinâmico de primeira ordem a partir da resposta experimental e 

ajuste para cada distúrbio aplicado. 
 

Dessa forma, um modelo empírico simplificado pode ser uma ferramenta adequada para 
descrever a resposta dinâmica não-linear de um sistema intensificado de destilação de destilação 
de película descendente. Este modelo empírico de primeira ordem é baseado somente nas 
relações de causa e efeito entre as variáveis de entrada e de saída do sistema, e não necessita de 
informações fenomenológicas detalhadas sobre o processo.  

 
4. Conclusões  
 

Com base na avaliação dos ajustes do modelo empírico utilizado é possível concluir que a 
unidade intensificada de destilação com nove tubos de destilação operando com aquecimento 
isotérmico apresentou o comportamento dinâmico de um sistema não linear de primeira ordem. 
Além disso, os parâmetros das funções de transferência encontradas podem fornecer 
informações de entrada para o projeto adequado de um sistema de controle para esta nova 
configuração energeticamente intensificada de destilação. 

Características dinâmicas essenciais do sistema estudado foram elucidadas a partir da 
interpretação dos valores calculados para os parâmetros das funções de transferência, tais quais 
um novo estado estacionário é alcançado mais lentamente para o distúrbio na temperatura de 
pré-aquecimento; o tempo morto pode ser negligenciado devido a resposta dinâmica instantânea 
do sistema estudado; existe uma interação negativa entre o distúrbio na composição mássica de 
etanol na corrente de alimentação e a resposta transiente das temperaturas da base e do topo; e uma 
resposta dinâmica rápida (curto período transiente) para o distúrbio na composição mássica de 
etanol na corrente de alimentação.  
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Resumo: Proposto inicialmente por Andreani et al [2], o problema de Otimização de Menor
Valor Ordenado (LOVO) consiste em, dadas r funções reais definidas em ⌦ ⇢ Rn e um inteiro
p, com 1  p  r, minimizar a soma destas funções, tomados os p menores valores. Neste
sentido, apresentamos uma nova estratégia para solução de problemas LOVO irrestritos com
convergência para pontos fracamente cŕıticos, via método de Levenberg-Marquardt com Busca
Linear, assim como resultados de convergência do método. Também são sugeridos dois novos
parâmetros de damping e uma estratégia h́ıbrida. Por fim, são apresentados dados sobre o de-
sempenho do novo método, em comparação com uma técnica já existente.

Palavras-chave: Método de Levenberg-Marquardt, Otimização de Menor Valor Ordenado, Qua-
drados Mı́nimos Não Linear

1 O Método de Levenberg-Marquardt

Seja R : Rn
! Rm uma função residual e considere o problema de quadrados mı́nimos não

linear

min
x2Rn

f(x) =
1

2
||R(x)||22.

Dado um ponto inicial x0, o método de Levenberg-Marquardt visa encontrar, a cada iteração
k, uma direção d(�k) 2 Rn que seja solução do sistema linear

�
J(xk)

T J(xk) + �kI
�
d(�k) = �J(xk)

T R(xk), (1)

onde J(x) 2 Rm⇥n é a matriz jacobiana de R(x) e � 2 R+ é uma constante denominada
parâmetro de Levenberg-Marquardt ou parâmetro de damping. A direção de Levenberg-Marquardt
d(�) também será denotada por dLM .

Diferentemente do que ocorre no método de Gauss-Newton, o qual pode não estar bem
definido caso a matriz J(xk)T J(xk) não seja definida positiva, se �k > 0, a correção �kI aplicada
a matriz J(xk)T J(xk), torna esta não singular. Sendo assim, em cada iteração k o sistema linear
(1) tem solução e esta é única. Portanto, o método está bem definido.

Vale salientar ainda que se �k = 0, a direção dLM obtida pelo método de Levenberg-
Marquardt coincide com a direção de Gauss-Newton dGN . Neste caso, se J(xk)T J(xk) é uma
boa aproximação para a matriz hessiana, então o método apresentará taxa de convergência
quadrática, partindo de um ponto suficientemente próximo da solução. Entretanto, se �k tender
ao infinito, teremos que a direção dLM tenderá à direção de máxima descida �rf(xk), a qual
denotaremos por �gk [7, Teoremas 2 e 3].
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2 O Problema de Otimização de Menor Valor Ordenado

Sejam dadas r funções Fi : ⌦ ! R, i = 1, . . . , r, onde ⌦ ✓ Rn e p 2 {1, 2, . . . , r} um
inteiro. O conjunto {1, 2, . . . , r} contém exatamente m =

�r
p

�
= r!

p!(r�p)! subconjuntos distintos
C1, C2, . . . , Cm com cardinalidade p. Constrúımos então a famı́lia de funções

fi(x) =
X

j2Ci

Fj(x), 8i = 1, . . . , m, 8x 2 ⌦

e a função
fmin(x) = min{f1(x), f2(x), . . . , fm(x)}.

O problema de Otimização de Menor Valor Ordenado (LOVO) consiste em

min
x2⌦

fmin(x).

Considere ainda as seguintes definições:

Definição 2.1. [2, p.4] Para cada x 2 ⌦, o conjunto Imin(x) é o conjunto de ı́ndices das funções
fi que minimizam a função fmin no ponto x, isto é,

Imin(x) = {i 2 1, . . . , m|fi(x) = fmin(x)}.

Definição 2.2. [2, p.6] Seja x⇤ 2 ⌦. Dizemos que:

a) x⇤ é fortemente cŕıtico se, para todo i 2 Imin(x⇤), x⇤ é ponto estacionário de fi.

b) x⇤ é fracamente cŕıtico se existe i 2 Imin(x⇤) tal que x⇤ é ponto estacionário de fi.

Note que, por definição, o domı́nio da função fmin pode conter pontos nos quais a função não é
diferenciável. Deste modo, o problema LOVO é um problema de otimização não-suave. Contudo,
conforme afirmam Andreani et al [2, p.03], uma alternativa viável para sua solução é a adaptação
de métodos essencialmente suaves. Assim, a cada vez que rfmin(x) é requerida, podemos
substitúı-la por rfi(x), com i 2 Imin(x). De modo análogo, podemos proceder desta maneira
caso o método exija informações acerca da hessiana de fmin. Tal estratégia pode ser catastrófica
se aplicada a problemas não-suaves, entretanto, neste caso espećıfico, as consequências são menos
graves e, necessariamente, temos convergência para pontos fracamente cŕıticos [2, p.06].

3 Um algoritmo de Levenberg-Marquardt para problemas LOVO
irrestritos

Dadas r funções F1, F2, . . . , Fr, continuamente diferenciáveis em Rn, isto é, Fi 2 C1(Rn),
i = 1, 2, . . . , r, e um inteiro p 2 {1, 2, . . . , r}, considere a função vetorial R : Rn

! Rr, cujas
entradas correspondem a cada uma das funções Fi, i = 1, . . . , r, e sua matriz jacobiana J(x):

R(x) =

2

6664

F1(x)
F2(x)

...
Fr(x)

3

7775
, J(x) =

2

66664

@F1(x)
@x1

. . . @F1(x)
@xn

@F2(x)
@x1

. . . @F2(x)
@xn

...
. . .

...
@Fr(x)

@x1
. . . @Fr(x)

@xn

3

77775
.

Assim, dado i 2 Imin(x), denotamos:

• O vetor coluna Ri(x) := R|Ci(x), isto é, [Ri(x)]j = Fj(x) para todo j 2 Ci.

• A função f i(x) = 1
2 ||Ri(x)||22.
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• A matriz J i(x) := J |Ci(x), isto é, [J i(x)]j,l = @Fj(x)
@xl

para todo j 2 Ci e l = 1, . . . , n.

Com as notações acima, rf i(x) = J i(x)T Ri(x).

O algoritmo a seguir corresponde a uma adaptação do método de busca linear com Levenberg-
Marquardt, no contexto do problema LOVO irrestrito.

Algoritmo 1: LOVO Levenberg-Marquardt irrestrito com convergência
para pontos fracamente cŕıticos

Entrada: R(x), J(x), uma aproximação inicial x0 2 Rn, uma constante ↵ 2 (0, 1) e
uma tolerância " > 0.

Sáıda: x⇤ 2 Rn, ponto fracamente cŕıtico de fmin(x).
1 ińıcio
2 k  0 ;
3 repita
4 Escolha i = v(k) 2 Imin(xk) ;
5 Calcule �k;
6 Obtenha di(�k) solução de:

�
J i(xk)

T J i(xk) + �kI
�
di(�k) = �J i(xk)

T Ri(xk); (2)

Faça t = 1;
7 enquanto f i(xk + tdi(�k)) > f i(xk) + ↵trf i(xk)T di(�k) faça
8 Escolha novo t 2 [0.1t, 0.9t].
9 fim

10 Faça:

xk+1  xk + tdi(�k);

k  k + 1;

11 até ||rf i(xk)||2  ✏;

12 fim
13 retorna xk

Teorema 3.1. Seja x⇤ ponto limite de uma sequência gerada pelo Algoritmo 1. Suponha que
lim
k2K

xk = x⇤ e um mesmo ı́ndice i = v(k) 2 Imin(xk) é escolhido para infinitos ı́ndices k 2 K,

então:

1. i 2 Imin(x⇤);

2. ||di(�)||22 é uma função cont́ınua decrescente na variável �, tal que lim
�!1

||di(�||
2
2 = 0;

3. A função angular �i(�) é cont́ınua monótona decrescente na variável � e lim
�!1

�i(�) = 0.

Além disso, di(�) rotaciona na direção de �gi, quando �!1.

Demonstração: Ver [8, Teorema 6.1]. ⇤

As hipóteses listadas a seguir são importantes para assegurar a convergência do Algoritmo
1 para pontos fracamente cŕıticos. Mais especificamente, tais hipóteses nos permitem garantir
a existência de constantes � > 0 e ✓ 2 (0, 1) que satisfaçam as chamadas Condição � (||dk||2 �

�||rf(xk)||2) e Condição do Ângulo (rf(xk)T dk  �✓||rf(xk)||2||dk||2), na determinação da
direção dk.

Hipótese 3.2. A escolha de � é limitada inferiormente e superiormente por constantes não-
negativas, isto é, existem constantes Lmin, Lmax 2 R+, com Lmin  Lmax tais que � 2
[Lmin, Lmax].

Anais do I Encontro Regional de Matemática Aplicada e Computacional do Vale do Itajaí(ERMAC-2019), Blumenau-SC

Página 317
ISBN: 978-65-80460-31-1



Hipótese 3.3. Suponha que x⇤ é ponto limite de uma sequência (xk)k2N gerada pelo Algoritmo
1 tal que um mesmo ı́ndice i = v(k) 2 Imin(xk) é escolhido para infinitos ı́ndices k 2 K e
lim
kinK

xk = x⇤. Considere ainda que:

i) Existe M 2 R tal que �i
1(x) < M para todo x 2 Rn; onde �i

1(x) é o maior autovalor da
matriz J i(x)T J i(x).

ii) O ângulo �i
x(�) entre a direção de Levenberg-Marquardt e a direção de máxima descida é

limitado superiormente por um constante positiva �i tal que 0  �i
x(�)  �i < ⇡

2 para todo
� 2 [Lmin, Lmax] e para todo x 2 Rn.

Lema 3.4. Suponha que o Algoritmo (1) é implementado de forma a satisfazer as Hipóteses
(3.2) e (3.3). Então existem constantes � > 0 e ✓ 2 (0, 1) tais que:

||di(�k)||2 � �||rf i(xk)||2,

rf i(xk)
T di(�k)  �✓||rf i(xk)||2||d

i(�k)||2.

Demonstração: De fato, combinando rf i(x) = J i(x)T Ri(x) e (2),
�
J i(x)T J i(x) + �I

�
di(�) = �rf i(x),

||J i(x)T J i(x) + �I||2||d
i(�)||2 � ||rf i(x)||2,

||di(�)||2 �
1

||J i(x)T J i(x) + �I||2
||rf i(x)||2,

�
1

||J i(x)T J i(x)||2 + �
||rf i(x)||2.

Pela definição da 2-Norma,

||di(�)||2 �
1

�i
1(x) + �

||rf i(x)||2.

Assim, aplicando as Hipóteses (3.2) e (3.3),

||di(�)||2 �
1

M + �
||rf i(x)||2 �

1

M + Lmax
||rf i(x)||2.

Portanto, basta tomar � =
1

M + Lmax
.

Pela definição de �i
x(�), temos que

cos �i
x(�) =

�rf i(x)T di(�)

||rf i(x)||2||di(�)||2
.

O Teorema 3.1 e a Hipótese (3.2) implicam que �i
x(�)  �i

x(Lmin), para todo � 2 [Lmin, Lmax]
e para todo x 2 Rn. Desse modo, como a função cosseno é cont́ınua e decrescente no intervalo
[0, ⇡/2], a Hipótese (3.3) garante que para todo � 2 [Lmin, Lmax] e para todo x 2 Rn,

cos �i
x(�) � cos �i

x(Lmin) � cos �i.

Portanto,

�rf i(x)T di(�)

||rf i(x)||2||di(�)||2
� cos �i () rf i(x)T di(�)  � cos �i||rf i(x)||2||d

i(�)||2.

Note que cos(�i) 6= 0, pela Hipótese (3.3). Assim, tomando ✓ = cos(�i), a condição do ângulo é
satisfeita. ⇤
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Teorema 3.5. Se x⇤ é ponto limite de uma sequência gerada pelo Algoritmo 1 sob as Hipóteses
(3.2) e (3.3), então rf i(x⇤) = 0.

Demonstração: Pelo Lema 3.4, existem constantes � > 0 e ✓ 2 (0, 1), satisfazendo as chama-
das condições � e do ângulo ✓, na escolha da direção d(�k). Então, o Algoritmo 1 pode ser visto
como um algoritmo de descida com busca linear, tal como apresentado em [6, Algoritmo 6.1.5],
e converge globalmente [6, Teorema 6.1.6]. ⇤

4 Testes e resultados numéricos

Nesta seção apresentamos algumas conclusões obtidas contrapondo o Método de Gauss-
Newton, devido a Andreani et al [1, Algoritmo 1], e a adaptação do Método de Levenberg-
Marquardt no contexto dos problemas LOVO, proposto na Seção 3 por meio do Algoritmo 1.
Para fins de comparação, os testes envolvendo este último método foram realizados com diversas
escolhas para o parâmetro de damping.

O Método de Gauss-Newton para problemas LOVO, está indicado pela sigla GN, já o Método
de Levenberg-Marquardt pela sigla LM. Os diferentes parâmetros de damping testados estão
indicados pelas siglas PD1, . . . , PD8H3, conforme indicado na tabela abaixo.

Sigla Autoria Parâmetro de damping

PD1 Levenberg, ver [5] �k =
||J(xk)T R(xk)||22

f(xk)

PD2 Levenberg modificado, ver [5], [3] �k = ||J(xk)T R(xk)||22
PD3 Levenberg modificado 2, ver [5], [3] �k = ||J(xk)T R(xk)||2
PD4 Yamashita & Fukushima, ver [9] �k = ||R(xk)||22 = 2f(x)
PD5 Fan & Yuan, ver [4] �k = ||R(xk)||2 =

p
2f(x)

PD6 Benatti, ver [3] �k = 2||J(xk)T R(xk)||2
3k

PD7 Schwertner 01 �k =
2
p

f(xk)
3k

PD7H1 Schwertner 01, h́ıbrido 01 �k = max
n

2
p

f(xk)
3k , 10�2

o

PD7H2 Schwertner 01, h́ıbrido 02 �k = max
n

2
p

f(xk)
3k , 1

o

PD7H3 Schwertner 01, h́ıbrido 03 �k = max
n

2
p

f(xk)
3k , 10

o

PD8 Schwertner 02 �k =
||R(xk)||22

3k = 2f(x)
3k

PD8H1 Schwertner 02, h́ıbrido 01 �k = max
n

2f(x)
3k , 10�2

o

PD8H2 Schwertner 02, h́ıbrido 02 �k = max
n

2f(x)
3k , 1

o

PD8H3 Schwertner 02, h́ıbrido 03 �k = max
n

2f(x)
3k , 10

o

Tabela 1: Parâmetros de damping empregados nos testes numéricos.

Note que, assim como exposto na Seção 1, a cada iteração do método de Levenberg-Marquardt,
o parâmetro de damping �k é um valor real positivo. Contudo, tal valor pode se aproximar arbi-
trariamente de zero, de modo que a matriz J(xk)T J(xk)+�kI, apesar de definida positiva, pode
apresentar mal condicionamento. Deste modo, propomos as estratégias h́ıbridas PDH1, PD7H2,
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PD7H3, PD8H1, PD8H2, PD8H1, baseadas em PD7 e PD8, nas quais limitamos inferiormente
a escolha de �k pelas constantes 10�2, 1 e 10, assim como mostrado na Tabela 1.

Para a realização dos testes, consideramos o subproblema LOVO de quadrados mı́nimos
generalizado [2] e uma famı́lia com 6 funções modelo (duas lineares e quatro não lineares). Os
testes foram executados em conjuntos contendo 100, 1000 e 5000 pontos, com uma taxa de
confiança de 90%, isto é, apenas 10% de todos os pontos considerados consistiam de avaliações
erradas dos modelos. Os conjuntos com dados de 100 e 1000 pontos foram obtidos através da
avaliação da função modelo em um mesmo intervalo. Deste modo, podemos ver o conjunto
maior como um refinamento das informações presentes no menor. Já para o caso dos conjuntos
com 5000 pontos, foram considerados intervalos cinco vezes maiores que os originais. Durante a
execução dos algoritmos, foram tomados como critérios de parada a norma do gradiente da função
objetivo menor que uma tolerância (" = 10�4), o número máximo de iterações (Kmax = 500) e
o tempo máximo de execução (1 hora).

Por fim, ao analisarmos comparativamente os dados relativos a performance do método pro-
posto e do Método de Gauss-Newton, evidencia-se que os problemas lineares foram solucionados
mais rapidamente por este último. Já ao observarmos os dados relacionados ao conjunto de
problemas não lineares, há uma tendência de que o Método de Levenberg-Marquardt com Busca
Linear resolva mais rapidamente, em termos de tempo e número de iterações, os problemas
de maior dimensão, principalmente ao escolher os parâmetros PD7 e PD7H1. Tal comporta-
mento justifica-se pois o método de Levenberg-Marquardt associa o baixo custo computacional
do método de Gauss-Newton (as segundas derivadas da função objetivo não são necessárias) à
boa definição dos iterandos (as direções d(�k) sempre estão bem definidas, dada positividade da
matriz J(xk)T J(xk) + �kI).

Sigla No. de Sucessos (%) Velocidade (Iterações) Velocidade (Tempo)
GN 18 (94,74 %) 11 8
PD1 15 (78,95 %) 0 0
PD2 1 (5,26 %) 0 0
PD3 15 (78,95 %) 1 2
PD4 12 (63,16 %) 0 0
PD5 15 (78,95 %) 0 0
PD6 18 (94,74 %) 0 0
PD7 17 (89,47 %) 6 5

PD7H1 17 (89,47 %) 5 3
PD7H2 17 (89,47 %) 1 0
PD7H3 16 (84,21 %) 0 0
PD8 16 (84,21 %) 0 0

PD8H1 16 (84,21 %) 0 0
PD8H2 16 (84,21 %) 0 0
PD8H3 15 (78,95 %) 0 0

Tabela 2: Desempenho dos métodos empregados nos testes numéricos.

Na Tabela 2, estão reunidas informações acerca do desempenho dos métodos de Gauss-
Newton e Levenberg-Marquardt com Busca Linear. Note que entre os algoritmos mais ro-
bustos (maior número de sucessos), encontram-se GN, LM PD6, LM PD7, LM PD7H1 e LM
PD7H2. Dentre os algoritmos que apresentam maior velocidade de execução (em termos de me-
nor número de iterações e menor tempo), destacam-se principalmente GN, LM PD7, LM PD7H1.
Deste modo, podemos concluir que os parâmetros de damping propostos PD7 (Schwertner 01) e
PD7H1 (Schwertner 01, h́ıbrido 01) apresentaram os melhores desempenhos quando comparados
a Gauss-Newton.
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5 Conclusão

Este trabalho teve como foco o estudo do problema de Otimização de Menor Valor Ordenado
(LOVO), onde dadas uma famı́lia F composta por r 2 N funções reais definidas em ⌦ ⇢ Rn,
e um inteiro p 2 {1, 2, . . . , r}, desejamos minimizar a soma das funções, tomados os p menores
valores, isto é, pretendemos resolver o problema de minimização

min
x2⌦

fmin(x) = min

(
X

j2Ci

Fj(x), i = 1, . . . , m

)
,

onde m =
�r
p

�
e cada Ci é um subconjunto distinto de cardinalidade p do conjunto {1, . . . , r}. De

modo particular, nos debruçamos sobre uma generalização do problema de quadrados mı́nimos
não linear, o qual pode ser visto como um subproblema LOVO.

Apresentamos brevemente o Método de Levenberg-Marquardt, assim como introduzimos o
problema LOVO e os principais conceitos à ele relacionados. Em seguida, no âmbito do problema
LOVO irrestrito, sugerimos a implementação de uma modificação do Método de Levenberg-
Marquardt com Busca Linear, o qual converge globalmente para pontos fracamente cŕıticos
caso o problema satisfaça as hipóteses de convergência. Vale destacar que sistemas lineares
satisfazem naturalmente tais hipóteses e portanto, há um conjunto não trivial de problemas
cujas especificidades satisfazem as condições de convergência global. Também propomos dois
novos parâmetros de damping, além de seis estratégias h́ıbridas, dos quais dois deles, PD7 e
PD7H1, mostram-se promissores quando comparados a Gauss-Newton.
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E-mail: rafaela.filippozzi@gmail.com, douglas.goncalves@ufsc.br

Luiz Rafael dos Santos
UFSC - Departamento de Matemática
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Resumo: O problema de inclusão no envoltório convexo consiste em determinar se um certo
ponto pertence ao envoltório convexo de um conjunto de n pontos. Este problema encontra impor-
tantes aplicações em geometria computacional e programação linear. Apresentamos um estudo
teórico e prático de um Algoritmo Geométrico, que tem como base um teorema de separação
chamado de Dualidade de Distâncias. Utilizando conceitos de otimização cont́ınua estabelece-
mos a relação do Algoritmo Geométrico com o clássico método de Frank-Wolfe e propomos duas
variações do primeiro. Estudamos o comportamento prático dos algoritmos em instâncias artifi-
ciais do problema, e comparamos suas performances com algoritmos clássicos de otimização para
reformulações lineares e quadráticas. Os resultados obtidos sugerem o Algoritmo Geométrico,
e variantes, como uma alternativa promissora para o problema de inclusão no envoltório convexo.

Palavras-chave: Algoritmo Geométrico; Envoltório Convexo; Dualidade de Distâncias; Teore-
mas de Separação; Frank-Wolfe.

1 Introdução

Dado S ⇢ Rm, um conjunto de n pontos em Rm, o problema de inclusão no envoltório convexo
(PIEC) consiste em determinar se um dado p 2 Rm pertence ao conv(S) (o envoltório convexo de
S ). Se as coordenadas dos n pontos de S são colocadas como colunas de uma matriz S 2 Rm⇥n,
e denotando por e 2 Rn o vetor cujas componentes são todas iguais a um, podemos formalmente
descrever o PIEC como o seguinte problema de decisão: existe x 2 Rn tal que Sx = p, eT x = 1,
x � 0?

Este problema está relacionado a conceitos fundamentais em programação linear [1, 7, 9] e
encontra importantes aplicações em geometria computacional [3, 5, 7]. Por exemplo um caso
particular do PIEC, é o problema de irredundância, que consiste em determinar todos os pontos
extremos do conv(S) [5].

Embora o PIEC possa ser formulado como um problema de otimização (mais especificamente
um problema de programação quadrática) e então resolvido por métodos clássicos como Gradi-
ente Projetado ou Frank-Wolfe [2], em [7], Kalantari apresenta um algoritmo simples, inspirado
em ideias geométricas, ao qual chamaremos de Algoritmo Geométrico (Algoritmo 1).

∗Este trabalho tem como base a dissertação de mestrado [4].
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Figura 1: Ilustração das iterações do Algoritmo Geométrico.

2 Algoritmo Geométrico

Algoritmo 1: Algoritmo Geométrico

Dados: S = {v1, ..., vn}, p 2 Rm, " 2 (0, 1)
1 Escolha p0

2 arg min{d(vj , p) : vj 2 S}.
2 Se 8vj 6= p0, d(vj , p) > d(vj , p0), pare.
3 Escolha vj 6= p0, tal que d(vj , p)  d(vj , p0).
4 Calcule ↵̄ = arg min{d(p, (1� ↵)p0 + ↵vj) : 0  ↵  1},

defina p00 = (1� ↵̄)p0 + ↵̄vj e atualize p0
 p00.

5 Se d(p0, p) < ", pare.
6 Retorne ao passo 2

A cada iteração do Algoritmo 1, buscamos vj 2 S \ {p0
} tal que d(vj , p)  d(vj , p0) (veja

Passo 3). Um elemento de S com essa propriedade será chamado de p-pivô para p0, pivô simples,
ou simplesmente pivô. Se existe um pivô vj , então p0 é atualizado para p00: o ponto no segmento
p0v mais próximo de p. Se em uma dada iteração não existe pivô, então o algoritmo para, e
retorna p0 como uma testemunha de que p /2 conv(S): o hiperplano que bisseta ortogonalmente
o segmento p0p separa p de conv(S).

Na Figura 1 podemos ver uma ilustração das iterações do Algoritmo Geométrico em ambos
os casos. Se 8vj 6= p0, d(vj , p) > d(vj , p0) a resposta para o PIEC é que p /2 conv(S) (veja
Teorema 1). Caso contrário, se o Algoritmo Geométrico para no Passo 5, temos um ponto
p0
2 conv(S) que está a uma distância menor que " de p. Temos então que p" é uma "-solução

pertencente ao conv(S), e classificamos p como elemento de conv(S).
A boa definição e corretude do Algoritmo 1 seguem de um teorema de separação denomi-

nado dualidade de distâncias que será apresentado a seguir, como consequência do seguinte lema:

Lema 1. Sejam S = {v1, v2, . . . , vn} ⇢ Rm e p 2 Rm. Temos que p /2 conv(S) se, e somente
se, existe p0

2 conv(S) tal que d(vj , p) > d(vj , p0), 8vj 2 S.

Demonstração. Como conv(S) é um conjunto não-vazio, fechado, e convexo, pelo Teorema da
projeção [2], se p /2 conv(S), existe um único p+

2 conv(S) tal que kv � pk > kv � p+
k , 8v 2

conv(S)\{p+
}. Como todo vj 2 S pertence ao conv(S), usando p0 = p+ provamos que d(vj , p) >

d(vj , p0), 8vj 2 S.
Por outro lado, considere agora que existe p0

2 conv(S)\{p} tal que d(vj , p) > d(vj , p0), 8vj 2

S, isto é, kvj � pk > kvj � p0
k , 8vj 2 S. Em particular, kvj � pk > kvj � p0

k , 8vj 2 E, em que

E ⇢ S é o subconjunto de S dos pontos extremos de conv(S). Dáı, de kvj � pk2 > kvj � p0
k
2,

segue que:
kpk2 � kp0

k
2

2
> (p� p0)T vj , 8vj 2 E. (1)
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Além disso, 8v 2 conv(S), v é combinação convexa dos vj ’s em E. Então, de (1), temos que
8v 2 conv(S)

(p� p0)T v = (p� p0)T

0

@
|E|X

j=1

↵jvj

1

A <
kpk2 � kp0

k
2

2
. (2)

Em particular, para v = p0 temos kpk2�kp0k2

2 > (p� p0)T p0, do que segue que

(p� p0)T p +
kpk2 � kp0

k
2

2
> kpk2 �

��p0��2
,

e portanto

(p� p0)T p >
kpk2 � kp0

k
2

2
. (3)

De (2) e (3) conclúımos que p /2 conv(S).

Assim, se em um dado p0
2 conv(S) não existir pivô, temos que o hiperplano bissetor

ortogonal ao segmento p0p, dado por H =
�
x 2 Rm : 2(p� p0)T x = kpk2 � kp0

k
2
 

, separa es-
tritamente p de conv(S).

Segue deste lema o seguinte teorema de alternativas (Dualidade de distâncias).

Teorema 1. Sejam S = {v1, v2, . . . , vn} ⇢ Rm e p 2 Rm. Exatamente uma das duas
condições é satisfeita

1. Existe p0
2 conv(S) tal que d(vj , p) > d(vj , p0), 8vj 2 S;

2. Para todo p0
2 conv(S), existe vj 2 S tal que d(vj , p)  d(vj , p0).

Do Teorema 1 temos a justificativa para o critério de parada do Passo 2 e a boa definição do
Passo 3 do Algoritmo 1.

3 Formulações Alternativas

A fim de verificar a performance prática do Algoritmo Geométrico, apresentamos formulações
alternativas para o PIEC, modelando-o como problemas de programação linear e quadrática.
Com isso, podemos comparar o desempenho de métodos clássicos para as respectivas formulações
com o Algoritmo Geométrico. Além disso, também propomos variantes do Algoritmo Geométrico
que podem apresentar um desempenho prático melhor que o original.

3.1 Formulações Lineares

Note que o problema de inclusão no envoltório convexo é um caso especial de problema de
factibilidade em Programação Linear (PL). Decidir se p 2 conv(S) é equivalente a testar a
factibilidade de Sx = p, x � 0, eT x = 1, em que (abusando da notação) S é uma matriz na qual
as colunas são os vetores {v1, . . . , vn}, eT = (1, 1, . . . , 1) 2 Rn e p 2 Rm é o ponto que queremos
consultar.

Em [8] foi mostrado que o PIEC pode ser formulado como o seguinte PL:

min
x

m+1X

i=1

zi

s.a. Sx + z = p

eT x + zm+1 = 1

x � 0, z � 0, zm+1 � 0,

(4)
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em que z 2 Rm e zm+1 são variáveis de folga para cada uma das m + 1 restrições.
Com efeito, se assumirmos que p possui todas as componentes não-negativas1 e definindo

zi = pi, i = 1, . . . , m, zm+1 = 1 e x = 0, temos uma solução básica fact́ıvel para (4). Note que, se
o valor ótimo de (4) for zero para uma solução ótima (x, z, zm+1), temos que todas as variáveis
de folga são nulas e então p = Sx, x � 0 e eT x = 1, ou seja, p é uma combinação convexa dos
elementos de S e portanto p 2 conv(S). No entanto, se o valor ótimo da função objetivo for
maior que zero, isso implica que algum zi 6= 0, i = 1, . . . , m, e neste caso p /2 conv(S).

Neste trabalho, propomos uma outra formulação linear para o PIEC, usando como base o
Teorema do hiperplano separador [9]. Considere o seguinte problema de otimização:

min � wm+1

s.a. (x� p)T w + wm+1  0, 8x 2 conv(S),

kwk1  1, wm+1 � 0,

(5)

em que assumimos que p 6= 0 é o ponto a ser consultado.
Observe que se existe um hiperplano separador wT x = �, com w 6= 0, entre p e conv(S), tal

que wT x  �, 8x 2 conv(S) e wT p > �, então necessariamente (x � p)T w  0, o que leva a
formulação (5). Se na solução ótima de (5) tivermos wm+1 = 0, então não existe tal hiperplano
e conclúımos que p 2 conv(S).

Note que a formulação (5) apresenta infinitas restrições. Para contornar esta dificuldade
basta perceber que x 2 conv(S) é combinação convexa de {v1, . . . , vn}. Logo, podemos escrever
(5) de forma equivalente como

min � wm+1

s.a. (vj � p)T w + wm+1  0, j = 1, 2, . . . , n,

� 1  wi  1, i = 1, 2, . . . , m,

wm+1 � 0.

(6)

Para resolver as formulações lineares (4) e (6) podemos usar o método Simplex [1, 9], por
exemplo. Por outro lado, podemos verificar que o PIEC pode também ser tratado como um
problema de programação quadrática:

min
x2Rn

1

2
kSx� pk2

s.a x 2 �n,
(7)

em que �n = {x 2 Rn : eT x = 1, x � 0} denota o simplex unitário, e x 2 �n corresponde aos
coeficientes de uma combinação convexa.

Seja x⇤ a solução de (7). Se o valor ótimo for estritamente positivo, i.e., kSx⇤ � pk > 0,
então p /2 conv(S) e Sx⇤ corresponde a projeção de p em conv(S). Se o valor ótimo for zero
então temos que p 2 conv(S).

Para resolver a formulação quadrática (7), vamos considerar os clássicos métodos do Gradi-
ente Projetado e Gradiente Condicional [9].

3.2 Variantes do Algoritmo Geométrico

Sabemos que os algoritmos de busca direcional utilizam a condição do ângulo para evitar que as
direções de busca se tornem ortogonais ao gradiente negativo. Por outro lado, podemos mostrar
que no Algoritmo Geométrico, se vj é pivô para p0, então d = vj � p0 é uma direção de descida
para f(y) = 1

2ky � pk2, e que sin ✓ = sin \pp0vj determina a redução na distância em relação a
p [4].

1Se houvesse alguma componente negativa, bastaria multiplicar a equação correspondente por (�1).
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Então, ao invés de simplesmente escolher um pivô, propomos, a cada iteração do Algoritmo
Geométrico, tomar vj 2 S tal que

(p0
� p)T (vj � p0)  �kp0

� pkkvj � p0
k, (8)

para  2 (0, 1].

Algoritmo 2: Algoritmo Geométrico com condição do ângulo

Dados: S = {v1, ..., vn}, p 2 Rm, " 2 (0, 1),  2 (0, 1]
1 Escolha p0

2 arg min{d(vj , p) : vj 2 S}.
2 Determine S = {vj 2 S \ {p0

} : (p0
� p)T (vj � p0)  � kp0

� pk kvj � p0
k}.

3 Se S 6= ;, escolha vj 2 S e vá para o passo 6.
4 Se 8vj 6= p0, d(vj , p) > d(vj , p0), pare.
5 Escolha vj 6= p0, tal que d(vj , p)  d(vj , p0).
6 Calcule ↵̄ = arg min{d(p, (1� ↵)p0 + ↵vj) : 0  ↵  1},

defina p00 = (1� ↵̄)p0 + ↵̄vj e atualize p0
 p00.

7 Se d(p0, p) < ", pare.
8 Retorne ao passo 2

No Algoritmo 2, buscamos na lista S algum vj que satisfaça a condição (8). Dependendo de
p0 e do valor de  pode ser que não exista vj em S satisfazendo este critério, e então simplesmente
tomamos um pivô simples.

É claro que para concluir que S = ; temos que percorrer toda a lista S e, neste processo,
já podemos aproveitar para verificar quais vj são pivôs.

É importante notar que a condição (8) só implica que vj é pivô para valores suficientemente
grandes de  = cos ✓. Por outro lado, dependendo de , nem todo pivô cumpre a condição do
ângulo.

Além disso, notamos uma relação entre o Algoritmo Geométrico e o Gradiente Condicional
(Frank-Wolfe): o método de Frank-Wolfe, aplicado ao problema (7), equivale ao Algoritmo
Geométrico com a escolha de um pivô vj 6= p0 tal que

vT
j (p0

� p) = min{vT
i (p0

� p) : vi 2 S \ {p0
}}. (9)

Assim, temos que o método de Frank-Wolfe (com as particularidades do PIEC) equivale a
um Algoritmo Geométrico Ganancioso, em que ao invés de escolher vj tal que

vT
j (p0

� p) 
kp0
k
2
� kpk2

2
, (10)

escolhemos vj tal que o lado esquerdo de (10) é mı́nimo.

Algoritmo 3: Algoritmo Geométrico Ganancioso

Dados: S = {v1, ..., vn}, p 2 Rm, " 2 (0, 1)
1 Escolha vj 2 S \ {p0

} tal que vT
j (p0

� p) = min{vT
i (p0

� p) : vi 2 S \ {p0
}}.

2 Se vT
j (p0

� p) > (kp0
k
2
� kpk2)/2, pare.

3 Calcule ↵̄ = arg min{d(p, (1� ↵)p0 + ↵vj) : 0  ↵  1},
defina p00 = (1� ↵̄)p0 + ↵̄vj e atualize p0

 p00.
4 Se d(p0, p) < ", pare.
5 Retorne ao passo 1.

A desvatagem do Algoritmo 3 é que a cada iteração é necessário percorrer toda a lista S
para assegurar o mı́nimo. Logo, o custo por iteração é sempre O(nm) enquanto no Algoritmo
Geométrico original a busca na lista para tão logo um pivô simples seja encontrado.
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Figura 2: O gráfico a esquerda representa o tempo médio em 10 instâncias para o caso (a):
p = 0 2 conv(S), com tolerância " = 10�2. A direita temos o caso (b): kpk = 2 /2 conv(S), com
" = 10�4.
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Figura 3: A esquerda temos o tempo médio no caso em que p 2 conv(S) e está próximo da
fronteira (caso (c)), tolerância: " = 10�2. O gráfico a direita representa o tempo médio para o
caso (d): kpk = 1.01, com " = 10�4.

3.3 Experimentos Numéricos

Para avaliar o desempenho do Algoritmo Geométrico e suas variantes frente a algoritmos clássicos
de otimização para as formulações lineares e quadrática, realizamos testes computacionais para
instâncias do PIEC geradas de forma artificial. Os pontos do conjunto S = {v1, . . . vn}, são
gerados segundo uma distribuição uniforme na bola unitária em Rm [6]. O ponto p foi gerado
de quatro maneiras distintas para analisar diferentes cenários, como discutiremos a seguir.

Os algoritmos foram implementados e os experimentos realizados em ambiente Matlab R2018b
em um computador com processador Intel Core i5 1.8Ghz, com 8GB de RAM. Esses algoritmos
foram: Algoritmo Geométrico (AG), Algoritmo Geométrico com a condição do ângulo (AGA),
Algoritmo Geométrico Ganancioso (AGG), linprog2 para a formulação (4) (LP1), linprog para
formulação (6) (LP2), Algoritmo de Frank Wolfe (FW) e Algoritmo Gradiente Projetado (GP)
para a formulação (7). Para todos consideramos a dimensão m = 100. Para cada cenário e para
cada valor de n > m foram geradas 10 instâncias.

Os experimentos foram organizados em quatro cenários: (a) p 2 conv(S) longe da fronteira,
(b) p /2 conv(S) longe da fronteira, (c) p 2 conv(S) perto da fronteira e (d) p /2 conv(S) perto
da fronteira.

2utilizamos o solver de PL lingprog do Matlab com a opção ’Dual-simplex’.
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Analisando os resultados obtidos nos quatro cenários propostos, representados nas Figuras
2 e 3, podemos notar que, em geral, o Algoritmo Geométrico e suas variantes obtiveram um
desempenho melhor em relação às formulações lineares (resolvidas de forma exata pelo Dual-
Simplex) e quadráticas (resolvidas com Frank-Wolfe e Gradiente Projetado), principalmente
nos casos (b) e (d), quando p /2 conv(S). Podemos mostrar que nesse caso a complexidade
do Algoritmo Geométrico e suas variantes depende exclusivamente da geometria do problema,
sendo pouco senśıvel à tolerância " [7].

4 Considerações finais

Neste trabalho realizamos um estudo teórico e prático do Algoritmo Geométrico, proposto em
[7], para o problema de inclusão no envoltório convexo (PIEC).

A corretude do algoritmo é baseada em um teorema de alternativas chamado Dualidade de
Distâncias (Teorema 1) para o qual fornecemos uma nova demonstração inspirada no Teorema
da Projeção e no Teorema do Hiperplano Separador.

Além disso, interpretando o PIEC como um problema de otimização, propomos variantes do
algoritmo original: o Algoritmo Geométrico com condição do ângulo e o Algoritmo Geométrico
Ganancioso. Este último foi motivado pela relação entre o algoritmo original e o método de
Gradiente Condicional (Frank-Wolfe).

Para ter uma ideia do desempenho prático do Algoritmo Geométrico, considerados formula-
ções de programação linear e quadrática para o PIEC, e comparamos o AG com métodos clássicos
para estas formulações. Os resultados obtidos indicam que o Algoritmo Geométrico e variantes
apresentam um desempenho bom frente aos métodos clássicos, pelo menos nos problemas teste
artificiais considerados neste trabalho.

Assim, conclúımos que o Algoritmo Geométrico figura como um alternativa promissora para
o problema de inclusão no envoltório convexo, apresentando um bom desempenho prático.
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